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CHAPITRE 1 


Notions sur la topologie de R 

1. Rappel de quelques proprietes de R. 

Propriete 1.1. (Caracterisation de RJ L’ensemble R possede les proprietes sui- 
vantes : 

1) (R, +, <) est un corps comutatif totalement ordonne, 

2) R verifie la propriete de la borne superieure, 

3) R est un corps archimedien. 

Exercices 1.1. 1) Deduire de la propriete 1.1, que R verifie la propriete de la borne 
inferieure. 

2) Montrer que si ( u n ) n est une suite croissante majoree (resp. decroissante minoree), alors 
elle est convergente et on a lim u n = sup u n (resp. lim u n = inf u n ). 

n — >oo ngN n— > oo nSN 

3) Verifier que la suite (1 /n) ne ^* converge vers 0. 

Remarque 1.1. Pour tout x G 1 on peut definir : 

1) La valeur absolue |x| = max{-x,a;}. 

• L’existence de la valeur absolue decoule de 1) propriete 1.1. 

2) La partie entiere [x] qui n’est autre que l’unique entier relatif verifiant [x] < x < [x] + 1. 

• L’existence de la partie entiere decoule de 2) propriete 1.1, et le fait que N est bien-ordonne. 

Definition 1.1. Un sous ensemble A de R est dit dense dans R si tout element de 
R est une limite d’une suite d’elements de A. 


Proposition 1.1. Q dense dans R. 


Demonstration. Soit i 6R, alors on a 


[10 n • x 
lO 


< x < 


[10 n • x] + 1 
10 n 


ainsi 


x = 


lim 

n— xx) 


[10 n • x 

10 n 
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Exercices 1.2. 1 ) Montrer que M \ Q dense dans M. 

2) Montrer q’un sous ensemble A de M est dense dans M si, et seulement si, tout intervalle, 
non vide, ]a, b[ de M contient un element de A. 

3) Pour tout ( x,y ) G M 2 , si x < y, alors ]x,y[ contient une infinite de rationnels et une 
infinite d ’ irrationnels . 

2. Theoreme de Bolzano- Weierstrass. 

Definition 1.2. Soit (u n ) n une suite reelle, on appelle sous suite extraite de ( u n ) n , 
toute suite de la forme ( u a ( n )) n oil a : N — > N est une application strictement 
croissante. 

Remarque 1.2. 1) On a pour tout entier n, cr(n) > n. 

2) On a (■ u n ) n , (u 2n ) n , (u 2n +i)n, (u 3n ) n , (u 3n +i)n, (u 3n + 2 )n sont des sous suites extraites de 
la suite (u n ) n . 

3) Si ( k n ) n est une suite d’entier strictement croissante, alors ( Uk n ) n est une sous suite 
extraite de ( u n ) n . 

4) Une sous suite extraite d’une sous suite extraite de ( u n ) n est une sous suite extraite de 

(^n)n- 

Proposition 1.2. Soit ( u n ) n une suite reelle, on a 

1) si ( u n ) n converge vers une limite l, alors toute sous suite extraite de ( u n ) n 
converge vers l. 

2) si ( u n ) n tend vers +oo (resp. —oo), alors toute sous suite extraite tend vers 
+oo (resp. —oo). 

Demonstration. Exercice. □ 

Remarque 1.3. 1) Si deux sous suites extraites d’une suite ( u n ) n convergent vers deux 
limites differentes, alors la suite est divergente. 

2) La proposition precedente donne une methode pour demontrer que certaines suites ne 
sont pas convergentes. Par exemple la suite ((— l) n ) n est divergente, car 

lim u 2n = lfi -1 = lim u 2n +i- 

n^> oo n— xx) 

Corollaire 1.1. Soit (u n ) n une suite reelle, Alors (u n ) n tend vers une limite, finie ou infinie, 
l si et seulement si ( u 2n ) n et (u 2n+ i) n tendent vers l. 
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Demonstration. Exercice. □ 

Une propriete equivalente a cello de la borne superieure et le theoreme suivant : 


Theoreme 1.1. (de Bolzano- Weierstrass) Toute suite reelle bornee admet une 
sous suite extraite convergente. 

Demonstration. Soit (u n ) ne N une suite bornee. II existe un segment [m, M] qui contient 
tous les elements de la suite (wn)neN- Soient (a n ) n et (b n ) n lcs deux suites definies par ao = 
m, b 0 = M, et si {k G N : Uk G [a n , an + bn ]} est infini 


®n+ 1 ©t b n j r \ 


dans 1’ autre cas 


®n+ 1 


®t &n+ 1 b n 


M—m 

2 n 


0. 


alors on a (a n ) n est une suite croissante, (b n ) n est une suite decroissante et b n — a n = 

Done (a n ) n et (b n ) n convergent vers une merne limite /, en effet, l e’est sup{a n : n e IV}. 
Rappelons que pour tout entier n 1’intervalle [a n , b n ] contient une infinite de terrnes de la suite 
( 11 ^). Posons ko = 0 et choisisons pour tout n > 0 un entier k n verifiant 

k n > ma x{k 0 , ..., k n - 1 } et u kn G [a n , b n ] 

Alors ( Uk„) n est une sous suite extraite de (u n ) n et on a lim u kn — l. □ 


3. Suites de Cauchy dans M. 

Definition 1.3. Une suite (ri n )neN est appelee suite de Cauchy si elle verifie la 
propriete suivante, appelee critere de Cauchy : 

Ve > 0, 3 N G N : Vn > N, Vm > N, \u n — u m \ < e. 


Le critere de Cauchy peut etre aussi s’enoncer ainsi : 


Ve > 0, 3iV gN : Vn > N, Vp > 0, | u n+p — u n \ < e. 


Exercices 1.3. Verifier qu’une suite (u n )neN es t de Cauchy si, et seulement si lim M n = 0 

n— xx) 

OU 

M n = sup | u n+p -u n | =0. 

peN 
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Attention 1.1. La suite (ln(n + l)) n , est vine suite qui verifie pour chaque entier p fixe 

,n + p + 1 


I u n+p -u n | = | ln(- 


71+1 


done 


lim |7/ n _}_p u i) 0 


Mats (ln(n + 1))„ n’est pas vine suite de Cauchy car par exemple on a pour tout n G N 

|u 2 n+i - U n I = In (2) 7 + 0. 


Proposition 1.3. Toute suite convergente est une suite de Cauchy. 
Demonstration. Soit (u n )neN une suite convergente vers une limite /, alors on a : 

Me > 0, 3 N G N : Vn > N, \u n — l\ < e 

par suite 

Vn > N, Vm > N, \u n — u m \ < \u n — l\ + \l — u m \ < 2e. □ 

Proposition 1.4. Toute suite de Cauchy est bornee. 


Demonstration. Soit (u n ) n eN une suite de Cauchy. Pour e = 1, il existe un entier N 
tel que pour tout n > N, \u n — un\ < 1 ainsi \u n \ < 1 + \un\. D’oii pour tout n G N on a 
\u n | < M, oh M = max{|w 0 |) \ u i |wjv-i|, |wjv| + !}• □ 


Theoreme 1.2. Toute suite de Cauchy est convergente. 

Demonstration. Soit (u n )neN une suite de Cauchy. Done clle est bornee, d’apres lc 
theoreme de Bolzano- Weierstrass il existe une sous suite extraite (ucr( n ))neN qui converge vers 
une limite l. Montrons que (u n ) n eN converge vers l. Soit £ > 0, alors il existe un entier N\ tel 
que 

Vn > N u | u a ( n ) — l\<£ 

il existe aussi un entier N 2 tel que 

Vn, m > N 2 , | u n — u m \ < e 
Posons N = maxjiVi , A/ 2 }, pour tout n > N on a : 

\u n ^1 — |Un ^cr(N) \ P l\ 2 £. EH 

On dit alors que M est un espace complet. 
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Exemples 1.1. L’espace Q n’est pas complet. 

4. Notions sur la topologie de M. 

4.1. Voisinages, ouverts et fermes dans M. 

Definition 1.4. Soit x G M, un voisinage V de x est un sous ensemble de M 
contenant un intervalle centre en x. 

Remarque 1.4. 1) Un ensemble V est un voisinage d’un element x si, et seulement si, V 
contient un intervalle ouvert contenant x. 

2) Si V est un voisinage de x et W D V, alors W est un voisinage de x. 

3) Une intersection finie de voisinage de x est un voisinage de x. 

4) Une reunion quelconque de voisinages de x est un voisinage de x. 

Definition 1.5. 1) Un sous ensemble O de R est dit ouvert s’il est voisinage de 
chaqun de ses points. 

2) Un sous ensemble F de M est dit ferme si son complementaire M \ F est un 
ouvert. 

Exemples 1.2. 1) L’ensemble M et V ensemble vide sont des ouverts et des fermes. 

2) Les ouverts sont stables par reunion quelconque et par les intersections finies. 

3) Un intervalle ouvert est un ouvert. 

4) Une reunion quelconque d’intervalles ouverts est un ouvert. 

5) Un intervalle ferme est un ferme. En effet, M \ [a, b] =] — oo, a[U]6, oo[ est un ouvert. 

6) Un singleton est un ferme. 

7) Un ensemble fmi est un ferme. 

8) L ’ ensemble 7L est un ferme dans M. 

Exercices 1.4. Soit E un sous ensemble de M. 

1 ) Montrer que l ’ ensemble F des fermes de M contenant E est non vide et f] F est le plus 

FeF 

petit ferme contenant E. 

2) Montrer que V ensemble O des ouverts de M contenus dans E est non vide et IJ O est 

oeo 

le plus grand ouvert contenu dans E. 

o 

Definition 1.6. 1) L’interieur d’un ensemble E, note E est le plus grand ouvert 
contenu dans E. 

2) L’adherence d’un ensemble E, note E est le plus petit ferme contenant E. 
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4.2. Ouverts et fermes d’une partie de M. Soit A un sous ensemble de M et soit 
x E A, alors on a la definition suivante : 

Definition 1.7. 1) Un voisinage V de x dans A est une intersection d’un voisinage 
W de x dans M et A. 

2) Un ouvert O dans A est une intersection d’un ouvert U dans M et A. 

3) Un ferme F dans A est une intersection d’un ferme H dans M et A. 

Remarque 1.5. 1) Toutes les proprietes verifies par les voisinages (resp. ouverts, fermes) 
restent vraies pour les voisinages (resp. ouverts, fermes) relativement a un sous ensemble de M. 

2) Si A est un sous ensemble ferme dans M, alors un sous ensemble F de A et ferme dans A 
si, et seulement si, il est ferme dans M. 

3) Si A est un sous ensemble ouvert dans M, alors un sous ensemble O de A et ouvert dans 
A si, et seulement si, il est ouvert dans M. 

4) En general les voisinages (resp. ouverts, fermes) relativement a un sous ensemble de M 
ne sont pas necessairement des voisinages (resp. ouverts, fermes) dans M. 

4.3. Limites et continuity. 

Proposition 1.5. Soit (■ u n ) n une suite reelle et soit l E M, alors on a 
V equivalence : 

1 ) lim u n = l, 

n— kx) 

2) pour tout voisinage V de l, il existe un entier N 6 N, tel que pour tout 

n > N , u n G V . 

Definition 1.8. Soit / une application definie d’une partie ddeRa valeurs reelles. 
Soit x 0 G A, 

1) on dit que / converge vers un element y 0 EM. lorsque x converge vers Xq , et 
on note lim f(x) — yo, si 

X^Xo 

Ve > 0, 3r/ >0, : Vx G A, \x — x 0 \ < rj 

=> | f(x) ~y 0 \ < £, 

2) si xq E A, f est dite continue en xo si lim f(x ) = f(x o), 

x^xo 

3) / est continue sur A, si / est continue en tout point x de A. 

Proposition 1.6. Soit f : A — > M une applications. Alors 
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1 ) Pour un element x £ A, les proprietes suivantes sont equivalentes : 

a) f est continue au point x, 

b) I’image reciproque de tout voisinage de f(x) est un voisinage de x dans A, 

c) pour toute suite (u n ) n dans A qui converge vers x, la suite ( f(u n )) n converge 
vers f(x) 

2) Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

a) f est continue sur A, 

b) I’image reciproque de tout ouvert est un ouvert de A, 

c) I’image reciproque de tout ferme est un ferme de A. 

Remarque 1.6. On a les criteres pratiques suivants pour reconnaitre certains ouverts et 
fermes de M. 

1) Si F est un ferme dans M, si de plus /i, / 2 , ..., f n sont des applications, a valeurs reelles, 
continues sur F, alors l’ensemble {x £ F : /', > 0, 1 < i < n} est un ferme dans M. 

2) Si O est un ouvert dans M, si de plus /i, / 2 , ..., f n sont des applications, a valeurs reelles, 
continues sur O, alors 1’ensemblc {x £ O : fi > 0, 1 < i < n} est un ouvert dans M. 

4.4. Parties fermees et suites. 

Proposition 1.7. Soit F sous ensemble de M, alors on a I’equivalence : 

1) F est ferme dans M, 

2) pour toute suite (u n ) n C F, qui converge vers une limite l £ M, on a l £ F. 

Demonstration. Soit F un ferme dans M, et supposons que ( u n ) n une suite d’elements 
de F qui converge dans M vers une limite l. Supposons que l F, done / est in element de 
l’ouvert M \ F. Done il existe un entier N, tel que pour tout n > N , u n £ M \ F . En particulier 
un £ M \ F, absurde. 

Reciproquement, Supposons que 2) est vraie et que F n’est pas ferme, done R\F n’est pas 
un ouvert. Done il existe a £ M \ F tel que aucun intervalle centre en a n’est contenu dans 
R \ F. Ainsi pour tout n £ N*, FPi\a — a + est non vide, soit x n un element quelconque 
de cette intersection. La suite ( x n ) n , est une suite d’elements de F qui converge vers a F, ce 
qui est absurde. □ 

Exercices 1.5. I) Soit A une partie de M, montrer que les proprietes suivantes sont 
equivalentes : 

1) x £ A, 
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2) x est une limite d’une suite d' J elements de A 

3) inf{|x — a\ : a G A} = 0. 

II) Un sous ensemble A de M est dit complet si toute suite de Cauchy dans A est convergente 
dans A. Montrer A est complet si et seulement si A est ferme. 

Definition 1.9. Soit F un ensemble ferme un sous ensemble A de F est dit dense dans F 
si A = F. 

Exemples 1.3. 1) L’ensemble Q est dense dans M. 

2) L ’ ensemble Q D [0, 1] est dense dans [0, 1]. 

5. Applications continues et parties compacts. 

Definition 1.10. Un sous ensemble K de M est dit compact si toute suite 
d’elements de K admet une sous suite extraite qui converge dans K. 

Proposition 1.8. Les compact dans M sont les parties fermees bornees. 

Demonstration. Soit K est une parties fermee bornee de M. Si ( u n ) n est une suite 
d’element de K , alors ( u n ) n est bornee done elle possede une sous suite extraite (u a ( n )) n conver- 
gente dans M. L’ensemble K est ferme done la limite de ( u a ( n A n est un element de K, ainsi K 
est un compact. 

Inversement, supposons que K est un compact, alors K est borne sinon il existe alors une 
suite d’elements de K qui diverge vers oo ou — oo. Line telle suite ne possede aucune sous suite 
extraite convergente, absurde done K est borne. L’ensemble K est ferme, car ponr font x G K 
il existe une suite ( u n ) n dans K qui converge vers x. Done il existe une sous suite extraite de 
( u n ) n qui converge dans K, une telle sous suite converge vers x, ainsi x G K. □ 

Exercices 1.6. Tout compact de M admet un plus grand element et un plus petit element. 

Proposition 1.9. L ’image d’un compact par une application continue est un 
compact. 

Demonstration. Soit K un compact est / une application continue sur K . Soit (y n ) n 
une suite dans /(A'), pour tout entier n il existe x n G K, tel que f(x n ) = y n . La suite ( x n ) n 
possede une sous suite extraite ( x a ^ n )) n convergente vers un element x de K , / est continue en 
x done la suite ( f{x a ( n ))) n qui n’est autre que la sous suite extraite T ( n ))n de ( y n ) n , converge 
vers f(x) G /(A'). D’ou /(A') est un compact. □ 
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Corollaire 1.2. Toute application continue d’un compact de M dans M est bornee 
et elle atteint ses homes. 

Demonstration. Exercice. □ 

Definition 1.11. Soit / : A — > M une application, on dit que / est uniformement 
continue sur A si 

Ve > 0, 3r/ > 0 : Vx, y G A, \x — y\ < r) 

=► \f( x ) ~ f(y) I < £ - 

Remarque 1.7. 1) Soit / : A — > R. une application, si / est uniformement continue sur 
un ensemble A, alors / est continue sur A. 

2) L’application / : M — > M; x i — > x 2 est continue sur M, mais cllc n’est pas uniformement 
continue sur M. 

3) L’application / : ]0, 1[ — > M; x i— >• x~ x est continue sur ]0, 1 [, mais cllc n’est pas 
uniformement continue sur ]0, 1[. 

Theoreme 1.3. (de Heine) Toute application continue sur un ensemble ferme 
borne est uniformement continue. 

Demonstration. Supposons que E est un ferme borne et que / est continue mais non 
uniformement continue. II existe £ > 0 tel que pour tout entier n > 1, il existe x n , y n G E 
verifiant \x n - y n \ < 1/n et \f(x n ) - f(y n )\ > e. 

II existe une sous suite extraite (x a ( n )) n de (x n ) n qui converge vers un element l G E. 

On a \x n — y n \ < 1/n, done ( y a (n))n converge vers l. 

La fonction / est continue au point /, done (/(x (T ( n ))) n et (f(y a (n)))n converge vers /(/), ceci 
contredit 1c fait que |/(x 0 . (n) ) - f(y a (n))\ > £, n G N. □ 

6. Serie n° 1 

Exercice 1. Soit u = (u n ) n une suite. 

1) Verifier que si les deux sous suites extraites (« 2 n)n et (u 2 n+i)n convergent vers une meme 
lirnite, alors u est convergente. 

2) Verifier que si les sous suites extraites (ti 2 n ) n , ( u 2n +i) n et (u n 2 ) n convergent, alors u est 
convergente. 

3) Verifier que si les sous suites extraites (u:> yn ) n , (rt 3n+ i) n et {u^ n+ 2 ) n convergent, alors u 


est convergente. 
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Exercice 2. Donner la nature des suites suivantes : 

Sin( "i>- (n + 1)*™^) 

Exercice 3. (e est irrationnel) Soient u et v les suites definies par 



1) Verifier que u et v sont deux suites adjacentes. 

2) Soit l leur limite commune et supposons que l est un rationnel, c’est a dire que l — p/q 
pour un certain (p, q) G IV x JN*, 

a) dire pour quoi u q < l < v q , 

b) deduire un encadrement de 

k = 0 

c) lc nombre N est-il un entier, conclure. 

3) En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, verifier que pour tout entier n, 

, e 

e — u n\ V 7 : 77T 

(n + 1)! 

4) conclure que e est irrationnel. 

Exercice 4. Soit / un intervalle de JR, et soit / : I — > JR une une application telle que 
l’image de toute suite convergente est une suite convegente. Montrons que / est continue. 

1) Soient x G I et (u n ) n une suite de I qui converge vers x, construire dans I une suite 
convergente ( w n ) n admettant (u n ) n et une suite constante comrne deux sous suites extraites. 

2) Que peut on dire de la suite (f(w n )) n . 

3) En deduire que la suite ( f(u n )) n converge vers f(x), conclure. 

Exercice 5. I) Verifier que pour tout reel u> > 0, l’ensemble (ujZJ, +) est un sous groupe 
additif ferme de JR. 

II) Soit (G, +) un sous groupe additif propre de JR, supposons de plus que G est ferme. 
Posons u = inf {g e G : g > 0}. 

1) supposons que u = 0, 

a) verifier qu’il existe une suite (g n ) n d’elements de ]0, 1] (~1 G qui converge vers zero. 

b) Soit x G JR + verifier que pour tout entier n il existe un entier u n tel que u n g n < x < 
{u n “b 1) flVi- 
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c) Verifier que la suite ( u n g n ) n converge vers x. 

d) En deduire que x G G, et que 1R C G, conclure. 

2) D’apres ce qui precede u > 0, 

a) verifier que to G G, 

b) montrer que G = (Ind. s’il existe g G G fl 1R + qui n’est pas de la forme u>JN, considerer 
1’ element g — [g/uj\u). 

Ill) Soit x e M tel que x/tt est irrationncl, et soit E = {cos(nx) : n e %}. 

1) Verifier que E = {cos (g) : g G G} oil G = xZL + 271^. 

2) Verifier que G est dense dans 1R. 

3) Conclure que E est dense dans [—1, 1]. 

Exercice 6. Soit / un intervalle ferine et soit / une application contractante, c’est a dire 
fc-lipschitzierme 0 < k < 1. Supposons de plus que /(/) C /. 

1) Soit x e I, montrer ( f n (x)) n est une suite de Cauchy. 

2) En deduire que / admet un point fixe unique. 

3) Que peut on dire dans les deux cas suivants : 

a) / est lipschitzienne, c’est a dire 1-lipschitzienne, 

b) / n’est pas ferine. 

Exercice 7. Montrer qu’une application continue sur [0, 1[ est uniformement continue si, 
et seulcment si, cllc est prolongeable par continuite au point 1 (Ind. Si / est est uniformement 
continue, soit (u n ) n une suite d’elements de [0, 1[ qui converge vers 1, verfier que ( f(u n )) n est 
de Cauchy done clle converge vers un reel /. Soit (v n ) n une suite quclconque d’elements de [0, 1[ 
qui converge vers 1 verfier que (f(v n )) n converge vers /). 
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Serie 1, Solution. 

Exercice 5. II) 1) a)Par hypothese 0 = inf{g G G : g > 0}, done pour tout entier n > 0, 
il existe g n G {g G G : g > 0} tel que 0 < g n < 1/n. D’oii (g n ) n C]0, 1] D G et g n — > 0. 

b) II suffit de poser u n = [x/g n ] (partie entiere de x/g n ). 

c) On a 0 < x — u n g n < g n et g n — > 0. Done ( u n g n ) n converge vers x. 

d) G est ferme, ( g a (n))n Q G et u n g n — > x. Done x G G. Done M + C G, or G est un groupe 
done M~ C G. 

2) a) Par hypothese u = inf{y G G : g > 0}, done pour tout entier n > 0, il existe 
g n £ {g £ G : g > 0} tel que u < g n < u + 1/n. D’ou (g n ) n C G et g n — > u. D’ou uj G G car 
G est ferme. 

b) Si g G G et g > 0. Posons g' = g — [g/uj\u. On a g' e G et 0 < g' < ou done g' — 0 car 
c o = inf {^7 G G : g > 0}. D’ou g = \g/u > ]uj G cniV. 

Ill) 2) a) G est aussi un groupe car G ^ 0 et si x, y G G, il existe (x n ) n et (y n ) n deux suites 
dans G tclles que x n — > x et y n — > y, d’ou — y n — > a: — y, ainsi x — y E G. 

b) Si G est de la forme alors + 271^" = GC Ainsi x G ix/Z et n G cuZ. Done 
il existe n, m G Z£* tels que x = un et y — um. Ainsi x/n G Q, ce qui est absurde. 

3) Soit y G [—1, 1], il existe x G M tel que cos(x) = y. Il existe (g n ) n C G telle que g n — > x, 
done cos (g n ) — > y, mais pour tout entier n, g n = a n + b n avec a n G x-ZT et b n G 277^. Done 
cos(a n ) = cos(y r) .) — > y, remarquons que (cos(a n )) n C A d’ou E est dense dans [—1, 1]. 

Exercice 6. On a pour tout (x,y) G / 2 , |/(x) — /(y) | < /c|x — y|. fixons x G /. 

1) Soit m > n, 

l rw - rwi = k/'» - /"-'W) + (r‘w - r- 2 W) + ■ ■■ + (r +1 w - rw)i 

< i/ m (i) - /"*- 1 (i)i + - / mJ2 (i)i + ■ ■■ + i/” +1 w - ru i 

Or on a pour tout entier k, \f n+1 (x ) — / n (x)| < /c n |/(x) — x|. D’ou 

1 um—n Un 

\f m (x) - f n (x) I < r 1 - 1 + A;™ -2 + • • • + k n = k n — — < 

1 rv 1 rC 

Ainsi ( f n \x)) n est une suite de Cauchy. Done cllc converge vers une limite a. 

2) On a a G I, car /(/) C /. Done 

/(a) = lim f(f n (x )) = lim / n+1 (x) = a. 

n— >oo n— >oo 

3) Posons I = M, x — >x + l est 1-lipschitzienne mais ellc n’admet aucun point fixe. 
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4) Pour / =]0, 1], x — > x/2 est 1/2-lipschitzienne mais cllc n’admet aucun point fixe. 
Exercice 7. Soit / : [0, 1[— > M, une application. 

1) Si / est prolongeable par continuite au point 1 en une fonction g, alors g est continue 
sur le compact [0,1], done g est uniformement continue sur [0,1]. Ainsi / est uniformement 
continue sur [0, 1[. 

2) Supposons que / est uniformement continue sur [0, 1[. 

a) Montrons que l’image par / d’une suite (a n ) n qui converge vers 1, est une suite conver- 
gente. On a, 

Ve > 0, >0, \ x -y\<r}=> \f(x) - f(y)\ < £ 

Done il existe un entier N, tel que pour tous m > n > N, \a n — a m \ < g done 

|/(a«) - f iflm) | < £ 

Done (f(a n )) n est de Cauchy. Done clle converge vers une lirnite /. 

b) Montrons que l est unique. Si (b n ) n une suite d’elements de [0, 1 [ qui converge vers 1. 
Soit (c n ) n la suite definie par c^n = o, n et C 2 n +i = b n . Alors la suite (c n ) n converge vers 1, ainsi 
( f(cn))n converge vers une lirnite V . Ainsi 

l = lim a n = lim C 2 n = l' = lim C 2 n +i = lim b n 

n^oo n^oo n— >00 00 

D’ou si b n — > 1 on a f(b n ) — > /. Ainsi / admet une lirnite quand x — » l s par suite / 
prolongeable par continuite au point 1. 




CHAPITRE 2 


Series numeriques 


1. Suites dans C. 

Une suite complexe est une application de N dans C. Toutes les proprietes des suites reelles, 
autres que cellos qui dependent de l’ordre, restent vrais pour les suites complexes. Dans lc 
reste de ce paragraphe, et sauf montion explicite du contraire, toutes les suites considerees sont 
complexes. 


Definition 2.1. Une suite complexe (u n ) n est dite convergente vers un element 
l G C si la suite reelle (| u n — l\) n converge vers zero. 

Soit (u n ) n une suite complexe et soit, ponr tout n G N, a n (resp. b n ) la partie reelle (resp. 
imaginaire) de u n . Done on a pour tout entier n, u n = a n + i b n . Avec ces notations on a 


Proposition 2.1. (u n ) n convergente vers une limite l — a + ib G C si, et seulement 
si 

lim a„ = a et lim b n = b. 

n—>oo n— >oo 

Demonstration. On a pour tout n G N, 

| a n - a\ < | u n - l\ et \b n - b\ < \u n - 1 1. 

Done 

lim | u n — l\ = 0 lim a n = a et lim b n = b. 

n— >oo n—>oo n— >oo 

Reciproquement, si lim | a n — a| = lim \b n — b\ — 0, alors lim \a n — a| 2 + \b n — b | 2 = 0, e’est a 

n^oo n^oo n^oo 

dire que lim \u n — l\ — 0. □ 

n— xx) 


2. Series numeriques. 

Soit (-Un)neN une suite numerique et pour chaque n G N soit S n = uq + • • • + u n la somme 
de n + 1 premiers terrnes de cette suite. Alors on a 
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Definition 2.2. 1) La suite (S n ) n est appelee serie de terme general u n , cette serie 
sera notee 22 u n ou 22 u n- 

n 

n 

2) S n = 22 Uk est appelee la somme partielle d’ordre n de la serie. 

k = 0 

3) La serie 22 u n est dite convergente si la suite (S n ) n est convergente, dans ce 

n 

n 

cas lim S n = lim 22 u ki est alors appelee somme de la serie 22 u m et designee par 

n ^oo n— >0 ° fc=o n 

oo 

22 u n OU Uq H • 

n = 0 

4) La serie 22 u n es ^ dite divergente si elle n’est pas convergente. 

n 


Remarque 2.1. 1) On peut avoir une suite (u n ) n > no qui n’est definie qu’a partir d’un 
certain indice n o > 1. Dans ce cas la serie 22 u n est la serie de terme general u n , oil u n := 0 

n 

pour 0 < n < no — 1. 

2) Soit (u n ) n >n 0 une suite. Par abus de langage, et aussi suivant certains auteurs, on va se 

OO OO 

permettre d’utiliser la notation 22 u n pour designer a la fois la serie 22 u n et la somme 22 u m 

n=no n n=no 

oo oo 

si elle existe. Mais pour eviter toute confusion, lcs expressions : serie 22 u ni 22 u n converge 

n=n o n=no 

oo 

(ou diverge) ..., signifient qu’il s’agit d’une serie, par contre les expressions : la somme 22 u n , 

n=riQ 

oo 

22 u n egale a un scalaire (ou a l’infinie) ..., signifient qu’il s’agit d’une somme. 

n=no 


Exemples 2.1. 1) Soit r e M, la serie geometrique de raison r est la serie 22 rn > on a 

n 

22 r 11 converge si, et seulement si — 1 < r < 1. En effet, si r e] — 1, 1[, 

n 




1 — r 


n + 1 


= 2^r = 
k = 0 


1 — r 


E 

k = 0 


r = 


1 — r 


Pour r = 1, S n — n + 1, done 22 r ' k = °°- 

k=0 

OO 

Pour r > 1, S n > n + 1, done 22 rk = °°- 

k = 0 

Pour r = — 1, 22 rk diverge. En effet, 

k 


l-(-l )*»1 
2n 1 - (- 1 ) 


et 


C 1 - ( — l) 2n+2 ft 

62 " +1 “ l-(-l) “ °- 
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Pour r < — 1, ^2 r k diverge. En effet, 

k 


et 


Y , r 2n+l 

S‘ 2 n = — done lim S 2n = oo 

1 — T n — >00 


^ _ ^2n+2 

S 2n + 1 = — : done lim S 2n + 1 = -oo. 

1 — T n — >00 


^ La sene 


E 


n(n + 1) 

est convergente, car pour tout entier n > 1, 

1 11 


Done 


Ainsi, 


n(n + 1) n n + 1 


^ - (! “ I) + (I “ |) ■+ 


E 


= 1. 


n(n + 1) 

2=1 x 7 

Definition 2.3. La somme de deux series Yl u n et Yl v n , notee u n + Y2 v m es ^ 

n n n n 

la serie 

^ ^ ^ n “1“ 
n 

Pour tout scalaire A G C, le produit de A et la serie ^-u n , notee A • es ^ l a serie 

n n 

n 

Proposition 2.2. Si Yh u n et J2v n sont deux series convergentes et si A et (3 sont 

n n 

deux scalaires alors la serie 


a * ^ u n (3 • ^ ^ v n 

n n 

est convergente et on a 

oo oo oo 

A • Un + P ■ ^2 Vn = 22 ^ Un + P Vn - 

71=0 71=0 71=0 

Demonstration. Decoule du faite que cette propriete est vraie pour les suites formees 
par les sommes particlles. □ 
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Proposition 2.3. Une serie ]C u n est convergente si, et seulement si elle verifie 

n 

le critere de Cauchy suivant : 

m 

Ve > 0, 3 N e N : Vm > n> N, | Uk \ < s. 

k=n + 1 

n 

Demonstration. Decoule du critere de Cauchy pour la suite ( u fe ) n . □ 

k = o 


Proposition 2.4. Si une serie converge, alors lim u n = 0. 

n n ^°° 

Demonstration. 


lim 

n 

( E 

n— 1 

- E 

n— kx) 

k=0 

k=0 

lim 

Tl 

E u k ~ 

Tl — ± 

- lim £ 

n— > OO 

k= 0 

n ^°° fc=0 


E ^ _ 

k=0 

- E«* = o. 

k=0 


Attention 2.1. La reciproque de la proposition 2.4 n’est pas vraie en general. Void deux 
exemples : 

1) Soit la serie 


n= 1 


n + 1, 


n 


Le terrne general de cette serie converge vers zero. Mais 

n n 

E Mnr) = E ln (& + !) - 


k= 1 


k = 1 

= ln(n + 1) — > oo. 


2) Lin exemple remarquable est donne par la serie harmonique 

1 


E 


n 


Le terrne general de cette serie est 1/n qui converge vers zero. Mais on a 

S 211 - S n = d L ^ 


n+1 n+2 

11 1 

> — 1 1 1 — 

2 n 2 n 2n 

' v " 

n termes 

= n • -A = I 

U 2 n 2’ 


done la serie harmonique ne verifie pas le critere de Cauchy done clle est divergente. 
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3. Series numeriques a termes positifs. 


Dans se paragraphe on s’interesse aux series a termes generaux positifs, c’est a dire les series 
Y u n tellcs qne, pour tout n G N, u n > 0. 

n 

Proposition 2.5. Une serie Y u n « termes positifs est convergente si, et seule- 

Tl 

merit si elle est bornee. 


Demonstration. 

elle est bornee. □ 


n 

La suite (X] u k) n est croissante, done elle converge si, et seulement si 
k = 0 


00 n 

Remarque 2.2. Si Y u n une serie a termes positifs, alors Y u n = sup Y u k ■ D’ou 

n n = 0 nG N k = 0 

oo 

u n G M + U {cxd}. 

n=0 

Proposition 2.6. Soient Y u n e t Y v n deux series a termes positifs, supposons 

n n 

de plus que pour tout n G N, u n < v n , alors : 

OO OO 

1) si la serie Y v n converge la serie Y u n converge et on a Y u k < Y v k- 

n n k= 0 k= 0 

2) si la serie Y u n diverge la serie Y v n diverge. 

n n 

n n oo 

Demonstration. Si Y v n converge, alors pour tout n G N, Y u k < Y v k < Y v k < oo. 

n k = 0 k=0 k = 0 

oo oo 

D’ou Y U k<Y V k- □ 

k= 0 fc=0 


Exemples 2.1. Etudions la nature de la serie 



n = 1 


On a pour tout entier n >2, 

1 1 

n 2 — (n — 1) • n 

OO OO 

or XI ( n -i')n es t conver 9 en t e , d’ou Y ^2 converge. 

n=2 n n n= 1 U 

Corollaire 2.1. Soient Y u n ct Y v n deux series a termes positifs, supposons de 

n n 

plus que u n = 0(y n ) lorsque n tend vers oo. Si Y v n converge, alors Y u n converge. 
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Demonstration. II existe un reel M > 0 tel que pour tout n G N, u n < Mv n . La serie 
Y^Mv n est convergente, done u n converge. □ 

n n 


Corollaire 2.2. Soient J2 u n e t J2 v n deux series a termes positifs, supposons de 

n n 

plus que u n ~ v n lorsque n tend vers oo. Alors les series Y2 u n e t Y2 v n sont de 

n n 

rrieme nature. 

Demonstration. II suffit de remarquer que u n = 0(v n ) et v n = 0(u n ). □ 


4. Regies de convergence. 

4.1. Regie de Riemann. 

OO 

Proposition 2.7. Soit a G M, la serie de Riemann \ est convergente si, et 

71— 1 

seulement si a > 1. 


Demonstration. Cas a — 1, (voir aussi Attention 2.1, 2)) on a 

1 1 

— ~ ln(l H — ) = ln(n + 1) — ln(n) 
n n 

OO 

done la serie ^ - diverge. 

71=1 

Cas a/1, pour tout entier n > 2 on a : 


Remarquons que 


d’ou 


1 1 

(n — l)" -1 n“ _1 


(n 


1 

"lj^ 1 


(i- (i 


1 

n 



(i 


1 \ a— 1 

n 


~ 1 — (a 



i 

( n — 1)“ _1 


1 

n “ — 1 


r^j 




(d 1) l n 

a—1 

71 a 


71 




1 

{k-iy - 1 


i 


) 


i 

n a ~ l 


Or on a 
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00 

Ainsi, Y \ converge si, et seulement si, a > 1. □ 

n= 1 


Corollaire 2.3. (Regie de Riemann) Soit Y u n une serie a, termes positifs. 

n 

1) S’il existe un M > 0 et a > 1 tels que n a u n < M , en particulier si lim n a u n 

n— xx 

existe, alors la serie Y u n converge. 

n 

2) S’il existe un M > 0 et a < 1 tels que n a u n > M, alors la serie Y2 u n diverge. 

n 

Demonstration. Exercice. □ 


4.2. Regie de Cauchy. Ici on vas etudier lcs series comparables aux series geometiriqnes. 

Proposition 2.8. (Regie de Cauchy) Soit Y) u n une serie a termes positifs. 

n 

1 ) S’il existe 0 < A < 1 tel que pour n assez grand < X, alors la serie Yh u n 

n 

converge . 

2) Si pour une infinite d’indices on a > 1? alors la serie Yh u n diverge. 

n 

Remarque 2.3. Comme cas particulier de la regie de Cauchy, on a si ^ u n une serie a 

n 

termes positifs, et si de plus lim = A, alors : 

n— xx) 

• si A < 1, la serie converge, 

• si A > 1, la serie diverge, 

• si A = 1, on peut rien dire. 

4.3. Regie de d’Alembert. 

Proposition 2.9. Soient u n et Y2 v n deux series, supposons de plus qu’il existe 

n n 

n 0 € N tel que pour n > n 0 , u n > 0, v n > 0 et 

Un+l ^ "Cn+1 

Un V n 

1) Si Y v n converge alors Y u n converge. 

n n 

2) SiY u n diverge alors Y v n diverge. 

n n 

Demonstration. Pour tout entier n > nn , < — . D’oii — < — , ainsi 

— u ’ V n +1 ~ Vn Vn ~ V„ Q ’ 

«„ < — v n . D’oii le resultat. □ 

Vn 0 
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Corollaire 2.4. (Regie de d’Alembert) Soit J2 u n une serie a termes positifs, 

n 

supposons de plus que lim = A, alors : 

n— XX) Un 

1) Si A < 1, la serie Y2 u n converge. 

n 

2) Si A > 1, la serie Y2 u n diverge. 

n 

Demonstration. Exercice. □ 


5. Comparaison serie-integrale. 

Soit / : [no, oo[ — > M, oil no G N, une fonction decroissante et positive alors on a : 

OO 

Theoreme 2.1. La serie f( n ) e t l ’integrate f°° f(x)dx sont de meme nature. 

n=n o 

De plus : 

1 ) La serie 

oo /*n 

( / f( x ) dx - /(«-)) 

n=n 0 + 1 dn-l 

est une serie a termes positifs convergente. 

OO 

2) Si la serie ]U /(n) converge, alors : 

n=no 

00 /»oo 00 

/W ^ / /( x ) d:c < f(n). 

n=n o+l n ° n=no 

Demonstration. 1) 

OO [*Tt OO 

( / / (x)da; - /(n)) < ^ (/(n - 1) - /(n)) 

n=no+l n— ^ n=no+l 

= lim /(n 0 ) - /(n) 

n— >oo 

Une telle limite existe car / est decroissante. 

2) Exercice. □ 


Exemples 2.2. Considerons la Serie de Bertrand : 


£ 


1 

n a (ln(n))^ 


, {a, (3) G M 2 
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0+1 

• si a > 1, la serie converge (dim = 0), 

CK + 1 

• si a < 1, la serie diverge Him ” l wb = oo), 

• si o; = 1, x — > - est une fonction definie sur [2, oo[ decroissante et positive de plus 

1 f°° 1 

. . . _ dx = / -rd t (en posant t = ln(x) 

n(x)Y J 2 tP K y ’ 


OO 

d’oii I’integrale est convergente si, et seulement si (3 > 1, ainsi n (i n ( n ));j 


6. Serie a termes reels ou complexes. 


6.1. Series absolument convergentes. 


Definition 2.4. Une serie a termes reels ou complexes 22 u n est dite absolument 

n 

convergente si la serie 22 \u n \, est convergente. 

n 


Proposition 2.10. Une serie absolument convergente est une serie convergente. 


Demonstration. On va appliquer le critere de Cauchy. La serie 22 u n \ est convergente 

n 

done 

<2 

Ve > 0, 3 N eN : Vg > p > N, ^ \u n \ < e. 

n=p 

L’inegalite triangulaire donne 


q 

Ve > 0, 3N eN : Vg > p > N, u n \ < e. 

n=p 


D’ou la serie 22 u n verifie le critere de Cauchy done clle converge. □ 

n 



Remarque 2.4. Tous les resultats et les regies du paragraphe precedant s’etendent au cas 
general rnais en remplagant ’convergente’ par ’absolument convergente’, les termes generaux 
par leurs modules et ’divergente’ par ’ne converge pas absolument’. 

Attention 2.2. L equivalence des termes generaux de deux series qui ne gardent pas un 
signe constant, n’entraine pas le fait que les deux series sont de meme nature. Cosiderons 
les deux series suivantes : 

^ (- 1 )" ^ (- 1 )" 

„ \/n + 1 “ y/n + 1 + (-l) n 

n = 0 n = 0 v ' 
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les termes generaux de ces deux series sont equivalents, mats la premiere serie est convergente 
(voir le sous paragraphe sur les series alternee) et la deuxicme est divergenente. En effet, on a 

°o oo 

E t /n|l+(-l)" et 5 = E (feS “ SOIlt de mgme natUreS - De P lus 


71=0 


n = 0 


/n + 1 \/n+T+(— 1) 


(-l) u _ (-l ) 71 (-l)"y / rt+I+l-(-l) n \/rt+T 

Vn+1 y/n+ T+(-l) n _ Vn+ l(x/n+l+(-l) n ) 

1 


\/ra+I ( Vn+T+ ( — 1 )■ 71 ) 

Done S' est une serie de terrne general positif v ^qrx( v aEft+(— i)^) — n+T P our n — 2, d’ou elle 

OO 

diverge, ainsi diverge. 


n=0 

6.2. Series produit. 


Definition 2.5. Soient ^ u n et ^ v n deux series, la serie produit des series 


n=riQ 


Y] u n et ^ u n est la serie 

n=nq n=n' 0 


OU 


W n = 


Wn 

n=no+rig 

E 

p+q=n 
p>n 0 , q>7i ' o 


U p V q 


Remarque 2.5. 1) Dans la definition precedante si no = n' 0 = 0, alors 


Wn = E + U n - iVi H h M 0 V n 

p+q=n 

n 

^n—k^k’ 

k = 0 

2) La serie produit de deux serie est appelee aussi produit de Cauchy. 

OO 

Proposition 2.11. La serie prduit w n de deux serie absolument conver- 

n=no+n' 0 

oo oo 

gentes ^ u n et v n est absolument convergente et on a 

n=nq 7i=n' n 


W n = (Yl Un ) ' ( 

n=no+nQ n=riQ n=n q 


oo oo 

Demonstration, a) Cas oil les deux series ^ n n et ^ v n sont a termes positifs, on a 

n=no n=n' Q 

pour tout entier m > no + n' 0 , 

m m 2m 2m 2m 

( - S Wn - ( S ^ 

n=ng n=n' 0 n=no+n' Q n=ng n=n' Q 
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done si les deux series sont convergente alors la series Y w n converge. II decoule des deux 

n=n 0 +n' Q 

inegalites precedantes que 


Wn = ( Un ) ' 
n=no J r riQ n=no n=n' n 

b) Cas general. Soit pour tout entier m > no + n' 0 , 


(Y 1 Un "> ' (£ u ")- 


^ n ( ^n) * ( ^n) | | UpVq 

n=no~\-riQ n=no n=n ' 0 m<p-\-q 

p<m , q<m 

< E K^l 

m<p+q' 
p<m , q<m 


Soit w' n la serie produit de X] kn| et E |Di|- Alors on a 

n=no+nQ n=riQ n=n ' 0 


\UpV q \ = 


m<p+q 
p<m, q<m 


W 'n ~ KD ' S W)’ 

n=no+n r Q n=no n=n ' 0 


Done d’apres a), lim Y \ u p v q\ — 0- D’ou 

ra— >°o m<p+q 
p<m , q<m 


lim | V w n - ( V' Un) • ( V] v n ) |= 0. 

m^oo z z z ' 
n=no+riQ n=no n=n ' 0 


Ainsi, la serie produit est convergente et on a 


£ 

n=no+ng 


W n = 


n=no n=n' n 


De plus pour tout entier n > n 0 + n' 0 , on a \w n \ < w' n , done la serie produit est absolument 
convergente. □ 


Exemples 2.3. Soit r e] — 1, 1[ 7 etudions la serie 

OO 

y^(n + 1 )r n . 

n= 0 

n oo 

On a pour tout n G N, (n + 1 )r n = r n-fc r fe . Done la serie Y ( n + w’est antre gne la 

k = 0 n=0 

oo oo 

sene produit de Y r ' n O E rn - e//e est absolument convergente et on a 

n= 0 n= 0 

oo oo oo 

Y (n + l)r n = ( Y r ") • ( E rU ) 

n= 0 n= 0 n=0 

_ _J_ m 1 
1— r 1 — r 
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Attention 2.3. En general 

OO OO OO 

( E Un ) ■ (E Vn ) ^ E 

n=0 n=0 ti=0 

par exemple 

00 1 /I 00 1 

(V — ) 2 = 2 V - = E (— ) 2 

V Z—/ 7 3 / ^ v 2 n 7 

7i=0 n=0 

6.3. Series alternees. 

Definition 2.6. Soit ?i n une serie convergente, le reste d’ordre n de cette serie 

n 

OO 

est la somme ^ u n . 

k=n+l 

Remarque 2.6. En general lc reste d’ordre n d’nne serie est note R n , done on a S' = S n +R n 
oil S et S n sont respectivement la somme et la somme particlle d’ordre n de la serie. 

Definition 2.7. Une serie alternee est une serie dont le terme general u n est de 
la forme u n = (— l) n v n , oil 

• (v n ) n est une suite decroissante, 

• (v n )n est une suite positive, 

• (v n ) n converge vers zero. 

Remarque 2.7. II existe d’autres definitions des serie alternees la plus generate dit qu’une 
serie de terme general u n est alternee si (— 1 ) n u n garde un signe constant. Dans une autre 
definition une telle serie est alternee si (— 1 ) n u n est decroissante positive. 

Proposition 2.12. Toute serie alternee l) n v n est convergente. De plus : 

Tl 

1) (Formule de majoration du reste) Pour tout entier n, |R n | < v n+1 . 

2) La somme partielle S n verifie 

OO 

£>2n + 1 < — ^2n- 

71=0 

De plus les deux suites ( S 2 n +i)n e t ( S 2 n )n sont adjacentes. 

Demonstration. Posons pour tout n G N, 

a n iS^n+i et b n S^n- 
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On a 

®n+ 1 ^2n+2 t''2n - .3 ^ 0, 

frn+1 —b n = ~V2n+l + 1 ; 2n+2 < 0, 

bn = ^2n+l * 0~F 

Done les deux suites (a n ) n et (b n ) n converge vers une memo limite qui n’est autre que la somme 
S de la serie XX - l) n f n . Par suite SW+i < -S' < S-in ■ 

n 

II reste a montrer 1). On a pour tout entier n : 

|-fi^ 2 n| liui |^2m+l ^271 1 liui 

m— >oo m — >00 

< $2n <S2n+l = ^2n+l 

< ^2n+ 1 • 

1-^271+1 1 = li m \S 2 rn ~ 'SWi+ll 

m—>oo 

= lim S'lm ~ S‘ 2 n + 1 

m—>oo 


< 


S2n+2 — S2n + 1 — V^n+2- D 


Exemples 2.4. Les series 


cos(mr) (— l) n ln(n + 1) 

^ n + 1 ^ Vn + 1 


sont des series alternee done elle convergent. 


7. Serie n° 2. 


Exercice 1. Determiner la nature des series (a G JR) : 


E 


E 


1 + sin(n 2 ) 
n 2 + 1 — sin(2n) 

1 


; ^ e -(n 2+ r )^£^ >0 <aA 

z — ' z — ' n! ^ 


x - (n!a n ) 2 ^ ^ x - 

; S TdEYi ’ 0 - a ^ 2; X] 


e 

n° 


arccos 


n ln(n)(ln(ln(n))) a ’ ' (2n)! ; ' ^ y l+n a 

oo 

Exercice 2. Determiner la nature de ( n + 2 )( n + 1 ) a n, a g e t calculer sa somme dans lc 


71=0 


OO oo 

cas oil elle existe (Ind. donner l’expression de la serie produit (X] « n ) • (XI o n ) 2 ) 

n= 0 n=0 


Exercice 3. (Formule de Stirling). On considere la suite : 


n -L I 

n 2 


x„. = — — e n et on pose u n = ln( Xn+1 ) 


n\ 


1) Montrer que u n = 0(- 2 )- 
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2) En deduire que la serie u n converge et que la suite (x n ) n converge vers une limite 

n 

x > 0. 


3) En utilisant la formulc de Wallis : 


lim 

n— xx> 


2 • 2 
E3 


4-4 

3W 


2 n • 2 n n 

( 2 n - 1 ) • ( 2 n + 1 ) “ 2 


montrer que lim 

n— xx) 


(2 n -n\) 2 
(2n)!V2n+l 



4) En remarquant que lim deduire que lim x n = ^=. 

5) En deduire que (n!) n et (( ne~ 1 ) n \/2wn) n sont equivalents. 

6) En deduire la nature de la serie ^ ~ • 

n 


Exercice 4. 1) En utilisant le theoreme de comparaison serie-integrale, verifier que 

n 

ln ( n ) 


k = 1 


converge vers une constante C (constante d’Euler). 

2) Soit la serie harmonique alter nee : 

-1)” 


E 

n = 0 


n + 1 


Demontrer que la some partiellc S 2 n +i de cette serie vaut : <t 2 „+i — a n oil <J n = J2 

k = o 

3) Prouver que lim S- 2 n + i = In 2 et que la somme de la serie harmonique alternee existe et 

n— xx) 

elle vaut In 2. 

4) En deduire une valeur approchee de In 2 a l’ordre 


Exercices facultatifs 

Exercice 5. (Regie de Duhamel) 1) Soit (u n ) n une suite de termes positifs verifiant : 

H=±l = i _ ^ + o( i) 

u n n n 

Montrer que pour j3 E JR\{ 1}, converge si et seulement si f3 > 1. 

n 

2) Soit (u n ) n une suite de termes positifs verifiant : 

= 1 - - + 0{\) a > 0 , 0 > 1 
u n n rP 

On pose v n = n a u n , etudier la serie ^ ln(^ ±i ) et deduire que la suite (v n ) n possede une limite 

n 

l > 0. En deduire la nature de la serie u n . 
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3) Etudier la nature des series de termes generaux : 

2k ~ 1 - (n !) 1 / 2 

k = 1 


n 

k = 1 


nsin(r 1/2 ); 


me 


— l\n 


TV. 


(■ n\p n ) p 


2k ’ v ' 

; (p e iv*, a > 0) 


(pn ] 

Exercice 6. Dans cet exercice nous admettons le resultat suivant dit regie de Abel : Si 
( u n ) n est une suite a termes positifs decroissante et converge vers zero et si ( v n ) n est une suite 

n 

telle que pour tout Y v n est bornee alors la serie Y u n v n est convergente. 

k = 0 n 

Montrer que pour 6 e]0, 2 tt [, la serie Y ~~ est convergente. En deduire la nature des series 

n 

E sm(nO) j cos(n0) 
n n 


Exercice 7. 1) Soit (u n ) n et ( v n ) n deux suites positives equivalentes. Montrer que : 

oo n n 

1) Si Y u n diverge, alors les sommes partielles Y u k et Y v k son t equivalentes. 

n= 0 k= 0 k= 0 

oo oo oo 

2) Si Y u n converge, alors les restes Y u k et Y v k sont equivalentes. 

n = 0 k=n + 1 k=n + 1 

n 

3) Donner la nature de la serie de terme general (X] Adn(l + |))“, a G M. 

k = 1 
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Exercice 1. 


Serie 2, Solution. 


< A 

— n 2 +l— sin(2n) — n 2 ’ 
-2 


g ^ l+sin(n 2 ) 

• si a < 0, lim e -0'+i) a ^ 0, 

n— >oo 

si a > 0, lim n 2 e -(« 2 + 1 )° — 0 , 

n— >00 
In ™') 2 


(n!a“)" / 0 

U n ~ (2n)\ > a 7 ^ 2, 

n + l _ ((n+l)ffi) 2 


(2n+2)(2n+l) 


a! 
4 ’ 


— _ r' , Cl 7^ , 


(na) 

= a (l _|_ I)n 

Un V n/ 

. I 

nln(n)(ln(ln(n))) a 

011 3 7 = fi) A dt ’ 


ae, 


arccos 


/ln(3) 

w a \ 
l+n a / ’ 


la serie converge; 

la serie diverge, (terrne general 0), 
la serie converge, (Riemann); 

la serie converge •<=>■ a < 2, (d’Alembert); 

la serie converge a < (d’Alembert); 

comarablc a / = f 3 °° xln(x)(1 ^ ln(x))) a dx, posons t = ln(x), 
la serie converge <t=>- a > 1, (serie-integrale); 

1’ equivalence au voisinage de 1, arccos (y) ~ ^/2(1 — y), 
entraine arccos (jf^r) ^ ^ , 

la serie converge •<=>■ a > 2; 


Exercice 2. Si |a| > 1, la serie diverge, car le terrne general ne tend pas vers zero. 

OO OO 

si a e] — 1, 1[, la serie a n est absolument convergente, done la serie produit (X) ° n ) 2 est 

n = 0 n — 0 

absolument convergente, et on a 

00 00 n 00 1 

E> + 1)0" = ]T( = (J 2 «”) 2 = (—/' 

n = 0 n = 0 k = 0 n — 0 

OO OO 

done la la serie produit ( )T) a n )(Yl ( n + l) fln ) est absolument convergente, et on a 

n = 0 n = 0 


E 

n=0 


(n + 2)(n + 1) 


a n = 


Xi(E“”A+i)«‘) = 


n=0 fc=0 


1 — a 1 — a ' 


' 1 — a' 


Exercice 3. 1) ^ J1±1 = (r) ~ 1 , -e 1 = (1 + -) n+ 2 e b Done 

’ x » n n+ 2(n+ 1) v 


u 


n 


= H~ = -1 + (n + 7 ) ln(l + d ) = -1 + (n + |)( 7 - ^ + 0 (A)) 

= _1 + 1 _ n 2iR + n0 (i?) + 2 n “ 2 2iR + = °(^)- 


2) De 1) la serie )T) u n converge, done ^)(ln(x n+ i) — ln(x n )) converge d’oii (ln(x n )) n conver- 

n n 

gever une limite s, ainsi (x n ) n converge vers une limite x = e s > 0. 
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3) 

/ (2 n -n!) 2 \2 _ (2-2-4-4--2n-2n) 2 1 

1 {2n)\-s/2n+l> ~ l-2-3---2n-(2n-l)-l-2-3---2ra-(2n-l) 2n+l 

_ ( 2-2 4-4 2ra-2ra J ( 2-2-4- 4-2rt-2 ra V 1 

\ 1-3 ' 3-5 ' ' ' (2n— 1) / \ 2-2-4-4---2n-2n ) 2n+l ' 


D’n.'i / (2"-n!) 2 n 2 2-2 4- I 2n-2ra 

H2n)!-V2^+T^ 1-3 3-5 (2n-l)-(2n+l) 

4) On a lim x n = x ^ 0, done lim = 

n— >oo n— >o o ' :En ' 


7r • • r (2"-n! 2 

— > amsi lim O 

2 ’ n ^oo (2n)!V2n+l 

D’ autre part 



x 2n _ (2 n) 2n+1 2 _^ 2n (w!) 2 2n _ y/2{2f n (n!) 2 _ (2" • n!) 2 ^2 y^Tl 

(x n ) 2 (2n)! 6 n 2n + 2 h e (2 In)! n l (2n)! • V2n + 1 V™ 

D’ou d’apres 3) ± = Jim ^ = ^(v^) 2 , done x = 

5) D’apres 4) on a lim — — ^ = 1, ainsi n\ ~ (ne _1 ) n v / 27m. 

ra— >oo n ' 

6) On a aussi ^ ne , ^ ~ — r = , done les series Y] ^ ne , - et Y] -7= sont de meme nature, 

J n\ V2tt n’ ^ n! ^ V27m 5 

n n 

done X] - diverge. 


Exercice 4. 1) L’application / : [1, oo[— > M] x i— >• 4 est decroissante positive done, d’apres 
le theoreme de comparaison serie- integrate, la serie 

°° f‘k -i I 

E ( / x dx ~ fc) 

Jk-i x k 


k=2 

est une serie convergente, e’est a dire que 

n r k 


£( 

k = 2 “ 


-da; ~\) = 
_ x x k 


rn -i n 

/ 

1 k = 2 


est convergente, d’ou 


n />n i n 

J2 l -Mn) = l-( -dx-Y, 

k = 1 ^ 1 fc=2 


converge vers une constante C. 

(-i)' 

fc+i 


71 f \k 71 

2 ) Soient 5' n = ^ et a n = ^ tzt- 0n a 


fc =0 


k=0 


S- 


2n+l 


2ra+l 

= E 

k=0 

n 

= E 


(~i) fe _ 
fe+1 


n 

= Ei 

fc =0 

I_ J_ _JL_ 
2fc+2 


(- 1 ) 


2fc 


2fc+l 


+ 


(_ l ) 2 fc + 1 ^ _ 

2fc+l+l 


E ra 

fc=i 


1 

0 1 2fc+l 


1 ' 

2 fc +2 > 


- 2 


i 


2 fc +2 / 


2fc+l 

k=0 

2ra+l ra 

( E fc+l) _ E fc+I = CT 2 ra + 1 — 

fc=0 /c=0 


3) lim 5 < 2ra+i = cr 2n — ln(2n)+ln(2)+ln(n) — cr n — > (7+ln(2) — C = ln(2). La serie harmonique 

n— >oo 

alternee est une serie alternee (de terrne general tend vers zero), done clle converge vers une 
limite S, par suite S 2n + i converge aussi vers S, done S = ln(2). 
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4) D’apres la formule de majoration du reste pour les series alternees, on a 


9 

M2) - 5] 


k = 0 


(- 1 )* 
k + 1 



d’oii 


k = 0 


k + 1 


est line valeur approchee de In 2 a l’ordre 


10 ’ 



CHAPITRE 3 


Espaces vectoriels normes 

1. Definitions generales. 

1.1. Definition et exemples. 

Definition 3.1. Soit E un espace vectoriel une norme sur E est une application : 

E — > M + , x — > ||x|| telle que 

1) ||x|| = 0 •<=>■ x — 0, 

2) ||x4-?/|| < ||x|| + ||y|| inegalite triangulaire, 

3) pour tout A G M, on a ||Ax|| = |A|||x||. 

L’espace (E, || ||) est appele espace vectoriel norme. 

Exemples 3.1. I) Sur M n , n G N, on peut definir des normes par (pour x = (xi, • • • , x n ) ) : 

• ||x||i = |xi| H b |x n |, 

• ||x ||2 = n/|xi| 2 + ' ' ' + \ x n\ 2 , norme euclidienne 

• Halloo = max{|xi I, •••, |x„|}. 

Montrons, par exemple, que 

\\ x + yh < \\ x h + Wvh, 

c ’est a dire 

\Xl+V 2 \ 2 -\ ] r\x n + yn\ 2 = l^i | 2 H b \x n \ 2 

+\yi\ 2 + ■ ■ ■ + \yn\ 2 
+2(xryi H b x n y n ) 

Or on a 

( x l H b x 2 n )(y\ + • • • + yl) - (xij/i + • • • + x n y n f 

= E x i ■ y) + x ] ■ yf - 2x i y i x j y j 

1 <i<j<n 

= E ( x iVj - x jyi ) 2 > 0 

l<i<j<n 

Ainsi on a 

2{x 1 y 1 H b x n y n ) < 2\x x y x 4 b x n y n \ 

< sjx\ + • • • + x\^/y\ 4- • • • + yl 
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par suite ||a; + y \\ 2 < ||a :||2 + \\y\\ 2 - □ 

II) Sur I’espace C([a,b]) des fonctions continues sur Vintervalle [a, b] ou a < b, on peut 
definir les trois normes suivantes : 

• || /|| 00 = max |/(x)| norme de la convergence uniforme 

x£[a,b] 

• ll/lll = fa 1/0*01^ 

• II/H2 = {J b \f{x)\ 2 dx)^ 

La seule propriete qui n’est pas evidente est Vinegalite triangulaire pour || • || 2 - Cette propriete 
decoule de Vinegalite de Cauchy- Schwartz \ f b f(x)g(x)dx\ < (f b \f(x)\ 2 dx)^(f b \g(x)\ 2 dx)^ 

III) Sur Vespace Mpf] des polynomes a coefficients reels, on peut definir les trois normes 
suivantes (pour P — ao + a±X + • • • + a n X n ) : 


• UPlIoo = max{ | a, ! | , |a 2 |, |a n |} 

• ||P||l = l°o| + |ai| + • • • + | On | 

• ||P||2 — \/ 1 «o | 2 + | Q- 1 1 2 + • • ■ + |a n |“ 


Exercices 3.1. Soient a et b deux point differents d’un espace norme (. E , || ■ ||), soit pour 
tout t G M, 

t 


x t = a + 


||6 — a | 


-(6 — a) 


1 ) Donner x t , pour t = 0 et pour t — \\b — a|| . 

2) Verifier que ||a; t — x s || = \t — s|. 

3) Supposons r < s < t, comparer ||a;t — x r || et \\x t — a; s || + ||a; s — x r 

4 ) Comparer suivant les valeurs de t G M, 


||6 - a||, ||a;4 - a||, ||x t - 6||. 

1.2. Suites et limites. Soit (E, || ||) un espace vectoricl norme. Une suite d’element de 
E est une application u : N — > E, cette application sera notee u = (u n )neN ou ( u n ) n . 

Definition 3.2. Une suite u d’elements d’un espace vectoriel norme (E, || ||) est 
convergente vers un element l G E, si la suite reelle (||tt n — l\\) n converge vers zero. 

Proposition 3.1. (Unicite de la limite) La limite d’une suite dans un espace 
norme est unique. 
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Demonstration. Si l et l' sont deux limites d’une suite (u n ) n dans un espace norme 
(E, || ||). Alors lim \\u n — l\\ = lim || u n — /'||, done 

n— >oo n— > 00 

| \l - /'II < I|/ - u n || + || U n - /'|| — > 0, 


ainsi ||/ — /'|| = 0 et / = /'.□ 

Definition 3.3. Une suite u = (u n ) n d’elements d’un espace norme ( E , || ||), est 
dite suite de Cauchy si : 

Ve > 0, 3iV G N : Vn > N, Vm > N, || u n — u m \\ < e. 

Exactement conime le cas reel on a : 

Proposition 3.2. Dans un espace norme toute suite convergente est de Cauchy. 
Demonstration. Exercice. □ 

Attention 3.1. Dans un espace norme (E, || • ||) une suite de Cauchy n’est pas 
necessairement convergente. Soit par exemple E = R[A] l’espace des polynomes a coefficients 
reels, muni de la norme || • definie par : 

1 1 a 0 + aiX H h a r) X"|| 0O = max{|a 0 |, |a x |, ..., |a n |}. 

Alors, (u n ) n oh u n = X + \X + ••• + j X n est une suite de Cauchy car pour n,p G N, 
||u n+p — u n || < rnais pour tout polynome 

P — do d” a lX CL m X m , 


et pour tout n > m + 1 , on a 


done (u n ) n ne converge pas vers P. 

Definition 3.4. Un espace norme ( E , || • ||) est dit complet si toute suite de Cauchy 
de E est convergente. 

Un espace norme complet est appele espace de Banach. 


-Aii> 


m + 1 


> 0 
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1.3. Notions de topologie. 

Definition 3.5. Soit (E, || • ||) un espace norme, alors : 

• si a G E et r G M + l’ensemble 

B [a,r) = {x E E : \\x - a|| < r} 

est dite la boule fermee de centre a est de rayon r, 

• si a G E et r > 0 l’ensemble 

B( a ,r) = {x G E : ||a; — a|| < r} 

est dite la boule ouverte de centre a est de rayon r, 

• si a G E et r > 0 l’ensemble 

S(a,r) = {x E E : ||a: — a || < r} 

est dite la sphere de centre a est de rayon r. 

Remarque 3.1. La boule ^ (resp. 5(o,i)) est appclee la boule unite fermee (resp. 
boule unite ouverte) est ellc sera notee B (resp. B *). 

Definition 3.6. Dans un espace norme ( E , || ■ ||), un esemble BCE est dit borne 
si (ll&ll : b G B} est borne. 

Remarque 3.2. 1) Lin sous ensemble B d’un espace norme (E, || • ||) est borne si, et 
seulement si il existe r > 0 tel que B C R( 0 , r )- 

2) Line reunion finie de bornes est un borne. 

3) Tout sous ensemble d’un ensemble borne est borne. 

4) Line suite (u n ) n est dite bornee si l’ensemble {u n : n G N} est borne. 

Definition 3.7. Soit (E, || • ||) un espace norme. 

• Un sous ensemble O de E est dit ouvert si pour tout x G O, il existe r > 0 tel 
que la boule ouverte B( x ^ C O. 

• Un sous ensemble F de E est dit ferme si E\F est un ouvert. 

• Soient a G E et V C E, on dira que V est un voisinage de a si pour un certain 
reel r > 0, on a 5( a ,r) Q U. 
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Remarque 3.3. 1) L’ensemble vide 0 et E sont des ensembles ouverts et fermes. 

2) Une reunion quelconque d’ouverts (resp. de voisinages d’un element a de E ) est un ouvert 
(resp. voisinage de a). 

3) Une intersection finie de ouverts (resp. de voisinages d’un element a de E est un ouvert 
(resp. voisinage de a). 

4) Une reunion finie de fermes est un ferine. 

5) Une intersection quelconque de fermes est un ferine. 

6) Une boulc ouverte (resp. fermee) est un ouvert (resp. ferine). 

7) Tout sous ensemble fini de E est ferine. 

La remarque precedente permet de donner la definition : 

Definition 3.8. Soient (E, || • ||) un espace norme et A une partie de E. 

o 

1) L’interieur de A, note A est le plus grand ouvert contenu dans A (il existe 

o 

au moins un a savoir 0). Un point de A est appele point interieur a A. 

2) L’adherence, ou la fermeture, de A, notee A est le plus petit ferme contenant 
E (il existe au moins un a savoir E). Un point de A est appele point adherent a A. 

3) La frontiere de A, notee Fr(A), est l’ensemble A \ A = A n Ce 

Exercices 3.2. Sent (E, || ■ ||) un espace norme. Montrer que : 

1 ) Toute boule ouverte est un ouvert. 

2) Toute boule fermee est un ferme. 

3) Pour tout r > 0 et a G E, Dj a r> = B^ r y 

Solution. 1) Soit b G R( a>r ), posons s — r — ||6 — a||. Verifions que B^ s ) C B^ r y En effet, 
pour tout c G R(6,q, on a ||c — 6|| < s, done 

|| c — a|| < || c — 6|| + ||6 — a|| < s + ||6 — a|| = r. 

D’ou c G R( a ,r)- Ainsi R( a ,r) est un ouvert. 

2) Soit b B'l a r y on a ||6 — a|| > r. Posons s = ||6 — a|| — r, alors fl B^ a r ^ = 0, e’est a dire 
B( b ,s) QE\ Bf ar) , d’ou E \ B f {ar) est un ouvert. 

3) Soit b G Bj a r) si b 5( a ,r) done ||6 — a|| = r. Soit pour tout n G N*, b n = ^a + (1 — y)b. On a 

\\K.-a\\ = ||Ja+(l - ±)b- (±a+ (1 - £)a)|| 

= 11(1 ^ J)(6 - a)|| = (1 - i)r* < r. 
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Done b n G B( ar \. De plus lim b n = b. D’ou b G B< ar \. Ainsi Bf , C Bt ar \, de plus Bf , est 

v ’ ' rwoo v ’ ’ v a ’ r ' V ’ ’ v a > r ; 

un ferme qui contient 5( a ,r), d’ou l’egalite. 


Exercices 3.3. Soit (E, || • ||) un espace norme. Si A et B deux partie E, Montrer que : 

1) AUB = AUB. 

2) C£ = c£ etC£=C£. 

o 

2) AAB = Adb. 

Proposition 3.3. Soit (E, || • ||) un espace norme et F C E. Alors on a 
V equivalence : 

1) F est ferme dans E, 

2) toute suite d’elements de F qui converge dans E, sa limite est dans F. 

Demonstration. Analogue a ccllc donner pour M, le lecteur est invite a faire la preuve 
en exercice. 

Exercices 3.4. Soit (E, || ■ ||) un espace norme, AC E et x G E. Montrer Vequivalence : 

1) x G A, 

2) il existe ( a n ) n dans A telle que lim a n = x. 

n—>oc 

3) inf{||a; — a|| : a G A} = 0 

1.4. Distances et topologie d’une partie d’un espace norme. 

Definition 3.9. I) Soient E un ensemble non vide et d : E x E — > M + , une 
application telle que : 

• d(x,y ) = 0 x = y, 

• d(x,y) = d(y,x), (symetrie), 

• d{x,z ) < d{x,y) + d(y,z), (inegalite triangulaire). 

On dit alors que d est une distance sur E et que (E. d) est un espace metrique. 
II) Soit A un sous ensemble non vide d’un espace norme (E, || ■ ||), l’application 
d : M + ; d(x,y ) = ||a: — y\\ est dite distance associe a la norme || • ||. 

Definition 3.10. Soient (E, || • ||) et (F, || • ||') deux espaces normes, A une partie de 
E et B une partie de F. Soit / : A — * B est une application : 
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1) Si a G A, on dit que / converge vers 6 e F quand x tend vers a , et on note 

lim f(x) = b, si 

x—>a 

Ve > 0, 3-/7 > 0, My G A, ||x — a|| < 77 =>• ||/(x) — 6||' < £ 

2) l’application / est continue en un point a de A si lim f(x) = /(a) 

x —>a 

3) / est continue sur A si elle est continue en tout point de A. 

Proposition 3.4. Si (. E , || • ||) et (. F , || • ||') sont deux espaces normes, A C E, f : A — > F 
une application et a G A. Alors on a V equivalence : 

1 ) lim f{x) = b G F, 

x—>a 

2) pour toute suite ( x n ) n dans A, 

lim x n = a lim f(x n ) = b 

n— >00 n^> 00 

Demonstration. Exercice. □ 

Exemples 3.2. Soit (. E , || • ||s), (F, || • ||f) deux espaces normes et A une partie de E. 

1) Une application f : A — > F et k un reel positif. On dira que f est k -lips chit zienne 
si ||/( 2 ;) — f(y ) || < k\\x — y ||. Alors toute application k-lipschitzienne est continue. 

2) Soit d E la distance associee a || • \\ E , pour tout sous ensemble non vide A de E, on peut 
definir V application 

f : E — ► M; x\ —>d,(x,A) 

ou d E (x,A ) = inf{<i(2;,a) : a G A}, dite distance de x a A. Alors f est lipschitzienne. 

3) Sur un espace norme (. E , || • ||) V application 

/; E — > E; x ^ X ■ x + a 

oil a G E et X e M, est continue. 

4) Soient A (resp. B) une partie non vide de (E, || • ||#) (resp. (. F , || ■ Une application 
f : A — > B est dite une isometrie si d E {f(x),f(y)) = d E (x, y) pour tout (x,y) G Ax B 
(c’est a dire ||a; — y\\ E = ||/(x) — f{y)\\ E ). Alors toute isometrie est continue. 

Definition 3.11. Soit A une partie non vide d’un espace norme (E, || ■ ||). 

1) Un sous ensemble O de A est dit ouvert de A, si O = Un A oil U est un ouvert 
de E. 

2) Un sous ensemble F de A est dit ferme dans A, si F = GO A oil G est un ferme 


dans E. 
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Proposition 3.5. Soit A une partie non vide d’un espace norme (E, || • ||) et soit 
d la distance associee a || • ||. Si de plus 0 une partie de A, alors les proprietes 
suivantes sont equivalentes : 

1) 0 est un ouvert de A, 

2) pour tout a G A, il existe r > 0 tel que 

B^(a,r) = {x G A : d(a,x) < r} C 0 

Demonstration. Exercice. □ 

Proposition 3.6. Soit A (resp. B) une partie non vide d’un espace norme ( E , || ||) 
(resp. (F, || ■ || E ) ). Si de plus f : A — > B une application. Alors on a I’equivalence : 

1) f est continue sur A, 

2) I’image reciproque de tout ouvert de B est un ouvert de A. 

3) I’image reciproque de tout ferme de B est un ferme de A. 

Demonstration. 1) =>• 2). Soit 0 un ouvert de b et U = / _1 (0), montrons que 

U est un ouvert de A. Soit a G U on a il existe une boule ouverte 5(/( a ), £ ) dans F, telle que 

B(f( a ),e) HB C 0. La continuity de / en a entraine que pour un certain rj > 0 et pour tout x G A 
tel que ||x — a||e < q, on a \\f(x) — f(a)\\p < £, c’est a dire que /(AnB^^) C B^^^DB C 0. 
D’ou A fl B( a>r) ) C U, ainsi U est un ouvert dans A. 

2) 1). Soit a G A, pour tout £ > 0, dans F la boule ouverte 5(/( a ), £ ) est un ouvert, 

done / -1 (i?(/(a), £ )) est un ouvert de A contenant a, done il existe q > 0 tel que A fl Q 

/ _1 (5(/( a ) i£ )). D’oii pour tout x G A tel que ||a; — a||e < q on a ||/(x) — /(a)||ir < e, ainsi / est 

continue sur A par suite / est contntinue en a pour tout a G A, done / est continue sur A. 

2) 3) Il suffit de remarquer que /~ 1 (C^) = C\ □ 

Proposition 3.7. Soient (E, || • || s ) et (F, || • ||^) deux espaces normes et 

/: E — ■» F 

une application lineaire, alors on a I’equivalence : 

1) f est continue, 

2) f est continue en 0, 

3) il existe M > 0 tel que pour tout xeE, )|/(x)|| f <M||x|| e . 

Demonstration. Les implications 3) 1) 2) sont evidentes. Montrons que 2) 

3). Sinon done pour tout n G N* il existe x n G E, tel que ||/(x n )|| E > n||x n || E . Posons 
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y n = r) ||.' u, x ni on a lim \\y n \\ E = 0 done lim y n = 0. Mais 

n \\ x n\\E n^oo n— >oo 

H/(!/„)llF = - F i 1 rll/wllF >1 . 

'*'11 %n\\E 

Ainsi (f(y n )) n ne converge pas vers 0, ce qni est absnrde. 

Exercices 3.5. Soit (E, || • ||) un espace norme. Soit || • ||' une autre norme sur E. Montrer 
que les proprietes suivantes sont equivalentes : 

1) || • ||' est continue sur E, 

2) || • ||' est continue en zero, 

3) il existe un reel M > 0 tel que pour tout x dans E, ||a;||' < M||x||. 

Definition 3.12. Sur un espace vectoriel E deux normes || • || et || • ||' sont dites 
equivalentes si il existe deux reels M et N strictement positifs tels que pour tout 

x e E, 

A^II^H < ||a;||' < M||x||. 

Exemples 3.3. 1) SurW 1 les normes || • Hoc, || • ||i et || ■ || 2 sont equivalentes. En effet, 

n 

2) Sur M[AT] les normes || • || oo et || • ||i ne sont pas equivalentes. En effet, pour P n = X k , 

/.■ i 

on a ||P n ||i = n et ||Pn||oo = 1- Done on ne peut pas avoir ||P n ||i < M||P„||i, pour tout n. 

Remarque 3.4. Deux normes equivalentes sur un espace vectoriel definissent les memes 
ouverts. les memes fermes, les memes bornes, les memes suites de Cauchy et les memes suites 
convergentes. 

1.5. Parties connexes par arcs. 

Definition 3.13. Soit E un espace norme de dimension finie. Une partie non vide 
de A de E est dite 

1) convexe si pour tout (a, b) G A 2 , le segment [a, b] := {(1 — t)a + tb : 0 < t < 1} 

est contenu dans A ; 

2) etoilee par rapport a un point a de A, si pour tout feed, [a, b] C A ; 

3) connexe par arcs si pour tout (a, b ) € A 2 , il existe une application continue 

/ : [0, 1] — ■> E telle que /( 0) = a et /( 1) = b. 
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Remarque 3.5. 1) II est evident que convexe =>• etoile ==>• connexe pae arcs. 
Verifions par exemple que etoile ==>• connexe par arcs. Soit A un ensemble etoile par rapport 
a un point a, soit ( b , c ) G A 2 on a [5, a] U [a, c] C A. Le segment [ b , a] est I’image de [0, 1] par 
1’ application continue f(t) = (1 — t)b + ta (resp. g(t) = (1 — t)a + tc). Soit 


h{t) 


f{2t) si t G [0, \] 
g{2t — 1) si t G]|, 1] 


L’application h est continue sur [0, 1], h( 0) = b, h( 1) = c et h([ 0, 1]) = [ b , a] U [a, c] C A. 

2) Dans R 2 un cercle, non reduit a un point, est un connexe par arcs qui n’est pas etoile. 

3) Dans M 2 , [(0, 0), (1, 0)] U [(0, 0), (0, 1)] est etoilee par rapport a (0, 0), mais clle n’est pas 
convexe. 


Proposition 3.8. Les connexes par arcs de M sont les intervalles 

Demonstration. D’abord tout intervalle est convexe done il est connexes par arcs. In- 
versement, si / est un connexes par arcs dans M. Pour tout (a, b ) G I 2 , a < b , il existe une 
application continue / : [0, 1] — > / telle que /( 0) = a et /( 1) = b. Par le theoreme des valeurs 
intermediaires [a,b] C /([ 0, 1]) C /. D’oii / est un intervalle. 

Proposition 3.9. L’image d’un connexe par arcs par une application continue 
est un connexe par arcs. 

Demonstration. Decoule du fait que le compose de deux fonctions continues est une 
fonction continue. □ 


Corollaire 3.1. L’image d’un connexe par arcs par une application continue a 
valeurs reelles est un intervalle. 

Demonstration. Decoule des deux propositions precedantes. □ 

1.6. Parties compacts. 

Definition 3.14. Soit E un espace vectoriel et Soit u = (u n ) n une suite dans E. 
Une sous suite extraite de u est une suite de la forme (u a ( n j) n oil a : N — > N est 


strictement croissante. 
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Definition 3.15. Soit (E, || • ||) un espace norme. Un sous ensemble K de E est 
dit compact si de toute suite d’elements de K on peut extraire une sous suite 
converge nte dans K. 

Exercices 3.6. 1) Soit (E, || • ||) un espace norme. Montrer que si K est un compact alors, 
K est un ferme borne. 

2) Soit (M[A"], || - || 00 ) et F = {X n : n e N*}. Montrer que F est un ferine borne qui n’est 
pas compact. 

Proposition 3.10. L ’image d’un compact par une application continue est un 
compact. 

Demonstration. Exercice. 

Corollaire 3.2. Soit K un compact d’un espace norme. Toute application f : 
K — » M continue est bornee et elle atteint ses homes. 

Demonstration. Exercice. 

Definition 3.16. Soient (E, || • ||) et (F, || • ||') deux espaces normes. Si de plus A 
(resp. B ) est une partie non vide de E (resp. F) et / : A — > F une application. 
On dit que / est uniformement continue sur A si 

Ve > 0, 3 g > 0 : Vx, y G A, ||x — y\\ < rj 

=► ll/(*)-/(y)ir<e- 

Remarque 3.6. Soit / : A — > F une application, si / est uniformement continue sur 
A, alors / est continue sur A. 

Theoreme 3.1. (de Heine) Toute application continue sur un compact est uni- 
formement continue. 

Demonstration. Exercice. 

2. Espaces vectoriels normes de dimension finie. 

Proposition 3.11. Tout espace vectoriel de dimension finie possede des normes. 

Demonstration. Soit {ei, • • • , e n } une base de E, alors si x = aqei + • • • + x n e n , 
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F oo = max Xi , 

et || a ; || 2 = + • • • + |a; n | 2 sont toutes des normes sur E. □ 

Remarque 3.7. Dans le reste de ce paragraphe si E est un espace vectoriel de dimension 
finie. On peut se permettre de definir les normes 


II ' 111, II • II 2, || ' ||oo 

clles seront alors rapporter, sans lc dire par fois, a nne base qnelconqne de F espace E. Signalons 
qne ces tois normes sont equivalentes. 

Theoreme 3.2. (de Bolzano- Weierstrass) Soit E un espace norme de dimension 
finie muni d’une norme || • ||oo, ou une norme equivalente, alors de toute suite 
bornee de E on peut extraire une sous suite convergente. 

Demonstration. On peut supposer que E = M p et soit || • la norme infinie sur E. On 
demontre lc theoreme par recurrence sur p. Si p = 1, le theoreme est deja demontre. Supposons 
le resultat vrai pour p, Si (u n ) n est une suite bornee de M p+1 , done u n = {u l n , ..., u p+1 n ), 
alors la suite ((w 1 n , ..., u p n )) n est bornee dans M p done, par hypothese de recurrence, ellc 
possede une sous suite extraite ((m 1 ^^), ..., u p a ( n ))) n qui converge. La suite ( u p+1 a ^ n )) n est 
bornee done ellc possede une sous suite extraite ..., w p CT (v,(n))))n qui converge. Done 

{{u l a 0 ip{n)i ••., u p+1 cr 0¥ ;(n)))n es t une sous suite extraite de (u n ) n qui converge. □ 

Proposition 3.12. Soit E un espace norme de dimension finie muni de la norme 
|| • || oo ? ou une norme equivalente, Alors les parties compacts de E sont exactement 
les parties fermees bornees. 

Demonstration. Exercice. 

Exemples 3.4. Soit E un espace norme de dimension finie muni d’une norme || • Hoc, ou 
une norme equivalente. 

1) Les boules fermees est les spheres sont des compacts dans E. 

2) Si (x n ) n est une suite qui converge vers un element x dans E, alors V ensemble 

K = {x n : n G N} U {x} 


est un compact. 
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En effet, II est clair que K est borne. Veriftons que K est ferme. Soient a fL K et r = a ~ x , 
il existe N G N, tel que n > N, x n G B^ xr y Soit s = min{r, ||a — x 0 ||, ||a — aq||, ||a — aijv— 1 1| }- 
Alors 5( a ,s) H K = 0, d’ou E \ K est un ouvert, c’est a dire K est ferme. Ainsi K est un 
compact. 

Theoreme 3.3. Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes 
sont equivalentes. 

Demonstration. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et {ei, • • • , e n } une base 
de E. Soit || • || une norme sur E, montrons que || • || est equivalente a || • ||oo- D’une part, 

ll^ll < ||a;iei|| H 1- ||x n e n || 

< max (|xj|) • (||ei|| + ••• + ||e„||) 

l<i<n 

— ||x||oo(||ei|| + ••• + || || ) 

Nous avons demontrer que x ||a;|| est continue sur (E, || • Hoc) et puisque la sphere unite 

5| MU = {x e E : Halloo = 1} 

de la norme || ■ ll^ est un compact dans (E, || • Hoc). Done x > ||a;|| atteint ses bornes sur *S'||.|| 00 . 
D’ou il existe s e *S'||.|| 00 tel que 

inf ||x|| = ||s|| = N > 0. 

D’ou pour tout x G E non nul, ||p|j— x|| > N, c’est a dire ||a;|| > iVHxHoo. Par suite pour tout 
x G E, JVlIxHoo < ||a;|| < (||ei|| H h ||e n ||)IM|oo- □ 

Theoreme 3.4. Toute espace norme de dimension finie est un espace de Ba- 
nach. 

Demonstration. Soit (E, || • ||) un espace norme de dimension finie. Toute les normes sur 
E sont equivalentes done on peut utiliser la norme || • ||i par rapport a une base {ei,...,e m } 
de E. Soit (u n ) n une suite de Cauchy dans E. Pour tout n on a u n = u l n e\ + • • • + u™e m . 
Pour tout i G \u l n+p — u l n \ < || u n+p — u n || 1 . Done (u l n ) n est une suite de Cauchy 

dans M, done clle converge vers une limite notee l l G M. Soit l = l l e.\ + • • ■ + l m e m , on a 
|| u n — /||i = \u\ — Z 1 ) H b | u™ — l m I, ainsi lim || u n — /||i = 0. D’ou (u n ) n converge vers l dans 

n^oo 

E. □ 

Proposition 3.13. Soient (E, || • ||) un espace norme de dimension finie, (F, || • ||') 
un espace norme et f : E — > F, une application lineaire, alors f est continue. 
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Demonstration. Soit {ei, e p } une base de E et soit || ■ ||oo la norme infinie de E associee 
a cette base. Pour tout x = aqei + • • • + x p e p G E, on a 


\\f(x)\\> <\x 1 \\\f(e 1 )\\' + --- + \x p \\\f(e P W 
<lklloo(||/(e 1 )|r + --- + ||/(e p )|r). 

Sur l’espace E. la norme || • est equivalente a la norme || • ||. Done il existe M > 0, tel que 
pour tout x G E, H^Hoo < M||x||. D’oii pour tout x G E, on a 

||/(x)|r<M(||/(e 1 )|r + --. + ||/(e p )|r)||x||.D 

2.1. Quelques Exemples d’espaces vectoriels normes. I. Le corps C est un espace 
vectoriel sur M de dimension 2, de plus V application M 2 — > C; (a, b ) i— >• a + ib perrnet 
d’identifier M 2 a C. Ainsi la norme || • || 2 sur C n’est autre que le module | • |. 

II. Soient (E, || ■ ||) et (F, || • ||') deux espaces normes de dimension finie. Soit L(E. F) 
l’espaee des homomorphismes de E dans F. Tout / G L(E, F ), est continue. Done sup ||/(a;)|| / 

||cc||=l 

existe et fini. alors / 1 — > ||f|| := sup ||f(x)|| / est une norme sur L(E,F). On dira que / ||/|| 

ll x ll =1 

est la norme de L(E,F) (subordonee aux normes de E et F). 

III. Soit L(E) l’espace des endomorphismes sur E, on a la norme || • || de L(E), subordonee 
a la norme de E, verifie aussi ||f o g II < ll f ll ' llgll- 

IV. L’espace M n (M) des matrices d’ordre n s’identifie a L(M ra ). 

• Chaque norme sur M n donne naissance a une norme sur M n (M) qui verifie pour tout 
(A, B) G M n (M) 2 , \\AB\\ < \\A\\ ■ \\B\\. 

• On aussi pour M G M n (M), ||M|| = \Jti (M ■ M*) definie une nourme eucli- 

diennee sur M n (M), oil tr(M) (resp. M f ) designe la trace (resp. transposee) de M (en fait 
(M, N) = y/tr{M ■ V*) est un produit scalaire sur M n (M)). 

V. Si F = M alors L(E, F ) n’est autre que 1’espace dual de E, note E', e’est l’espace des 


formes lineaires sur E. 
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VI. Si E = M n muni de la norme || • || 2 dite norme euclidienne. On a (x, y) = x\y i + - • • +x n y n 
est 1111 produit scalaire sur W l et 

||^|| 2 = V (x,x). 

Pour tout x G M n , l’application : 


fx : R n — > K, y ^ (x, y) 


est un element de E' et on a E — > E'\ x 1— >• f x est un isomorphisme isometrique ( ||a ; || 2 = ||/ x ||). 

Ainsi E s’identifie a E' . 

VII. Soient (E, || ■ ||) et (F, || • ||') deux espaces normes. 

1 ) L’espace E x F peut etre muni des normes equivalentes suivantes : 


• {x,y) ^ H^ll + \\y\\' 

• (x,y) ^ max{||x||, Hz/H'} 

• {x,y) ^ vWTNF- 

L’espace E x F est appclc espace norme produit de E et F. 

2 ) Soit (G, || ■ || 7/ ) espace norme. Line application B : ExF — > G, est dite bilineaire si pour 
tout x G E (resp. i/Gf) Papplication : E — > G; y 1— »• B(x,y ) (resp. F — > G; x 1— > B(x,y )) 
est lineaire. 

3 ) L’application B est continue si et seulement si, il existe M > 0 tel que pour tout (x,y) G 
ExF, on a \\B(x,y)\\" < M\\x\\ ■ || 7 /||'. 

En effet (nous verilions seulement une implication). Pour (x,y) G ExF et (xo, yo) G E x F, 
on a 

II B(x,y) - B(x 0 ,y 0 )\\" = || B(x,y) - B(x,y 0 ) 

+B(x,yo ) - B(x 0 , y 0 ) ||" 

<\\B(x,y-y 0 )\\" 

+ 11 B(x - x 0 ,y 0 )\\" 

< lkl|oo||?/-?/o|roo M 

+ Ik - X 0 \\oo\\yo\\'ooM 

4 ) De plus si E et F sont de dimension finie alors B est continue. 

En effet, soient B = {ei, ...,e n } (resp. B' = {/1, ... , f m }) est une base de E (resp. F). Pour 
tous 


x = xi H h x n e n G E et y = y 1 H h y m e m G F 
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soit || • || oo (resp. || • fj^) la norme infinie de E (resp. F) par rapport a la base B (rep. B'). 

\\B(x,y)\\" =||E^(ei,/i)ir 

<INIool|y|| , oo(EI|s(ei,/ i )ir) 

hi 

< M || a: || 00 ||!,||' 00 

oi.M = EI|B(e.,/j)r 

hj 

5) Si (E, || ■ ||) est un espace norme, alors les deux applications suivantes, qui sont 
respectivement lineaire et bilineaire, sont continues : 

• S : E x E — > E\ (x,y) h- > x + y 

• II : M x E — ■> E\ (A, y) i— >• A • x. 

Done si on a x n — > x et y n — > y dans E, et A n — * A dans M, alors A n • x n + y n — > A • x + y. 

VIII. Si Ei, £ 2r .., E p , des espaces vectoriels normes de dimension finie. 

1) On peut definir par recurrence l’espace norme produit 

Ei x E -2 x • • • x E p . 

2) De meme on a toute application p-lineaire 

/ : E\ x E ‘2 X • • • x E p — ■> F, 
oil F est un espace norme, verifie pour un certain M > 0, 

||/(xi,x 2 , •••, ^p)||f < MUxiIIbJI^II^ • • • \\ x p \\ e p 

pour tout (xi,X 2 , ... ,x p ) G E x x E 2 x • • • x E p . Done / est continue. 

3) Comme consequence on a le determinant det : M p (K) — » M est line application 

continue. 

4) Le goupe lineaire GL P (1R ) = det -1 (iR*) est un ouvert dans 
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3. Serie n° 3. 

Exercice 1. Soit (E, || • ||) un espace norme. Soient A et B deux sous ensembles de E. 
Montrer que 


1 ) E\A = E\A et E \ A = E \ A. 


2) AU B = AU B et An B = An B. 


Exercice 2. Soit (E, || • ||) un espace norme. Soient (r,s) g] 0, oo[ 2 et (a, b) G E 2 . Montrer 
que (ind. dans cette exercice on peut s’inspirer des positions relatives de deux disques dans le 
plan) . 

1) i?( a ,r) est un ouvert et Bj n , est un ferme. 

o 

2) -B(a,r) = B( a ,r) ^(a,r) = a,r )• 

3) B {a>r ) n B {b)S) ^ 0 4=^ II a - 6|| < r + s. 

4) B {a!r ) = B {b:S) 4=^ (a, r ) = ( b,s ). 


Exercice 3. Soit Af 2 (iR) l’espace des matrices carrees d’ordre 2, l’espace M 2 est muni de 
la norme infinie || • 11^.. 

( ^ 1,1 0 * 1,2 \ 

, verifier que \\M\\ = supdlM^Hoo : ||x||oo < 1} est une norme 

02,1 °2,2 1 

sur M 2 (M) et que \\M\\ = maxdaqil + | ai, 2 1 , |« 2 ,i| + |« 2 , 2 1 }- 

2. Verifier, de deux manieres, que si M et N dans M 2 (M), ||MiV|| < \\M\\ ■ 


Exercice 4. Soit (E, || ■ |l) un espace norme et soit d la distance associee a || • ||. On rappel 
que pour x e E et A C E, on a d(x, A) = inf{d(x, a) : a G A}. 

1) Montrer que : d(x, A) = 0 igA 

2) Montrer que l’application Ja '■ E — > M: x d(x, A) est continue (ind. on montrera 
qu’elle est lipschitzienne) . 


Exercice 5. Soit (E, || • ||) un espace norme dimension finie et soit d la distance associee a 

1) Montrer qne si A est une partie ferrnee non vide de E et x G E, alors il existe a G A tel 
que d(x, A) = d(x, a). 
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2) En deduire que dans ( dR 3 , || ■ H 2 ) si x G dR 3 , et A est une droite ou un plan dans 1R 3 , 
alors il existe a G A tel qne d(x, a) = d(x, A). 

Exercice 6. Soient dans (dR 2 , || ■ ||oo), AL = {(x,y) G JR 2 : x > 0, xy = 1} et B = 1R x {0}. 

1) Verifier qne A et B sont denx fcrmes disjoints. 

2) Verifier que d(A, B) = 0. 

Exercice 7. Soit dans C la sphere unite dans (dR 2 , || ■ || 2 ). Soit / : C — * dR une application 
continue. 

1) Montrer que l’image de / est un intervalle ferine. 

2) Montrer que / n’est pas injective (ind. considerer rensemble C \ {a} ou /(a) est un 
point situe a 1’interieur de /(C), puis dire si f(C \ {a}) est connexe par arcs). 

En deduire que / _1 est continue. 

Exercice 8. Soit (E, || • ||) un espaee norme de dimension finie, (F, || ■ ||') un espace norme 
et L : E — » F une application lineaire. 

1) Soit / : B( 0, r) — * F, r > 0, une application telle que \\f(x) — L(x)\[ = o(||a:||), montrer 
que / est continue en zero. 

2) Supposons que / est la restriction d’une application lineaire G, montrer que L = G. 


Exercices facultatifs 

Exercice 1. Soit (E, || • ||) un espace norme et soit d la distance associee a || ■ ||. On rappel 
que pour x G E et A C E, on a d(x, A) = inf{d(a;, a) : a G A}. 

1) Montrer que : d{x, A) = 0 igA 

2) Montrer que F application Ja '■ E — > 1R; x 1 — »• d(x, A) est continue. 

3) Soit F\ et F -2 deux sous ensembles non vides, fermes et disjoints, 
i. Definissons sur E la fonction : 


/ : x ^ 


d(x,F 2 ) 

d(x, Fi) + d(x, F 2 ) 


Montrer que / est une application continue, f(E ) C [0, 1], f(Fi) = {0} et f(F 2 ) = {1}. 
ii. Deduire qu’il existe deux ouverts disjoints 0\ et 0 2 tels que F\ C 0\ et F 2 C 0 2 . 
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4) Si A et B sont deux parties de E, on definie d(A,B) = inf {d(x,y)/ (x,y) G A x B}. 

i. Verifier que d(A, B) = inf {d(x,B)/ x G A} = inf {d(y,A)/ y G B}. 

ii. Supposons que A fl B = 0, A est compact et B est ferme. Montrer que d(A, B ) > 0. 

5) Soient dans JR 2 , A = {(x,y) G JR 2 : xy = 1} et B = JR 2 x {0}. 

i. Verifier que A et B sont deux fermes disjoints. 

ii. Verifier que d(A, B) = 0. 

Exercice 2. Soit dans C la sphere unite dans (JR 2 , || • 
continue. 

1) Montrer que l’image de / est un intervalle ferme. 

2) Montrer que / ne peut pas etre bijective (ind 
connexes par arcs). 

Exercice 5. Soient (E, || • ||) un espace norrne. Un sous ensemble non vide A de E est dit 
connexe si pour tous ouverts disjoints U et V de E, si A C U U V alors A C U ou A C V . 

1) (Tout intervalle de JR est connexe) Soit I un intervalle de M et soient U et V deux ouverts 
disjoints tels que / C U U V . 

i. Soit (a, b ) G I 2 , tel que a < b. Supposons que a G U et posons 

E = {x G [a, b] : [a,x]QU}. 

Montrer c = sup E existe, a-t-on c G V. Conclure. 

ii. Que peut-on dire si a G V. 

iii. En deduire que / C U ou / C V. 

2) En deduire que tout connexe par arcs dans un espace vector icl nor me est un connexe 
(ind. soit A un connexe par arcs dans E, s’il existe deux ouverts disjoints U et V tels que 
A C U A V , A DU ^0ethLnV 7^0, considerer une application continue / : [0,1] — » A telle 
que /( 0) G A n U et /( 1) G A n V). 

Exercice 3. Soit A / I P (]R) munie de sa norme || • ||. Soit A et B deux elements de M P (M ) 
tels que AB — BA = B. 

1) Calculer en fonction des puissances de B } AB n — B n A , ou n G IV*. 

2) En deduire que B est nilpotente. 


2 ). Soit / : C — > JR une application 


. utiliser les propriete des ensembles 




CHAPITRE 4 


Suites et series de fonctions 

1. Suites de fonctions. 

Dans tout ce chapitre IK designera lc corps M, C ou un espace norrne de dimension finie 
(E, | D). Ainsi toute suite de Cauchy de IK converge. Soit A un ensemble si pour tout n G N, 
on a une fonction 

fn : A — ■» IK 

alors (/ n )neN est appelee suite de fonctions. 

1.1. Differents types de convergence pour les suites de fonctions. 

Definition 4.1. Soit (f n ) n une suite de fonctions definie sur un ensemble non vide A. 

1) On dira que (f n ) n converge simplement, sur A, vers / : A — > IK si pour tout x G A 
fixe, la suite (f n (x)) n converge vers fix). 

2) On dira que (f n ) n converge uniformement sur A vers / : A — > IK, si 

Ve > 0, 3N G N, Vn > N, \/x e A, | f(x) — f n (x)\ < £■ 

Remarque 4.1. 1) Si (f n ) n converge uniformement vers / sur A, alors clle converge 
simplement sur A, vers /. 

2) Si (f n )n est une suite de fonctions qui converge (simplement ou uniformement), alors sa 
limite est unique. 

3) (f n )n converge uniformement sur A vers /, si et seulement si, (sup \f n (x)—f(x)\) n converge 

x<=A 

vers zero, si et seulement si, il existe une suite (A n ) n converge vers zero et il existe N e N tels 
que pour tout n > N et tout x G A, \f n (x) — f(x) \ < X n . 

Exemples 4.1. Soit pour tout n G N, 

fn ■ [0, 1] — + IK; x ^ x n . 

On a ( f n ) n converge simplement vers 

f '■ [0, !] — ♦ /(!) = 1, fix) = 0, six G [0, 1[, 
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mais die ne converge pas uniformement vers 0. En effet, sup |/ n (x) — 0| > sup \x n — 0| = 1, 

xe[0,l] a;e[0,l[ 

ne converge pas vers zero. 

Definition 4.2. Soit (f n ) n une suite de functions definie sur un ensemble non vide A. On 
dira qne (f n )n est uniformement de Cauchy si elle verifie le critere de Cauchy uniforme 
snivant : 

Ve > 0, 3 Ne N, Vn >N,V P e N, Vx G A, \f n+p (x) - f n (x)\ < e. 

Proposition 4.1. Une suite de fonctions definie sur un ensemble A, non vide, est uni- 
formement convergente sur A si, et seulement si, elle est uniformement de Cauchy. 

Demonstration. On pent verifier facilement qne la condition est necessaire. Montrons 
qui elle est suffisente. Soit (f n ) n une suite de fonctions qui est uniformement de Cauchy. On a 
pour tout x G A, la suite ( f n ( x ))n est de Cauchy dans IK, done elle converge vers une limite 
notee f(x). La correspondance / : A — > IK; x i— >• f(x) est une applications. Par construction 
(f n ) n converge simplement vers /. Rappelons que (f n ) n est uniformement de Cauchy, done 

Me > 0, 31V G N, Vn > N, Vm > N, Vx e A, \f m (x) — /„(x)| < ^e. 

Dans ces conditions on a : 

| f{x) - fn(x) I = lim | fm(x) - fn(x) \ <\s < £■ 

n—> oo Z 

D’oii (f n )n converge uniformement vers /. □ 

1.2. Convergence uniforme, limite et continuite. 

Remarque 4.2. Dans l’exemple precedant, les fonctions f n , n G N, sont continues et la 
limite simple / n’est pas continue au point 1. Done la convergence simple ne suffit pas pour 
transporter la continuite. 

Proposition 4.2. Soit ( f n ) n une suite de fonctions continues en un point a d’une partie 
A de IK, supposons de plus que ( f n ) n converge uniformement vers une fonction f sur A, 
alors f est continue en a. 

Demonstration. Soit £ > 0. II existe N G N, pour tout n > N, sup | f(x) — f n (x) \ < £. 

xClA 

On a est continue au point a, done il existe rj > 0 tel que pour tout x G A, \x — a| < rj =>• 

| /jv(x) — /jv(a) | < £■ D’oii pour tout x G A tel que \x — a| < rj, on a 


I f(x) - /(a) | < | f(x) - f N (x ) | + | f N (x) - f N {a)\ + \ f N {a) - f{a) \ < 3e. 
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Ainsi / est continue en a. □ 

Corollaire 4.1. Soit ( f n ) n une suite de fonctions continues sur une partie non vide A 
de IK, supposons de plus que ( f n ) n converge uniformement vers une fonction f sur A, alors 

f est continue sur A. 

Theoreme 4.1. Soit ( f n ) n une suite de fonctions continues sur une partie A de IK, 
supposons de plus que ( f n ) n converge uniformement sur tout compact de A vers une 
fonction f , alors f est continue sur A. 

Demonstration. Soit (x k )k une suite qni converge vers x dans A, montrons qne ( f(x k ))k 
converge vers f(x). L’ensemblc 


K = {x k : fceNjU {x} 

est un compact (voir chapitre 3, §2, exemple 3.4). Done (/„) n converge uniformement vers / 
sur K , ainsi / est continue sur K. Alors lim f(x k ) = f(x). □ 

k — >00 

Proposition 4.3. (Double limite) Soit ( f n ) n une suite de fonctions qui converge uni- 
formement sur une partie non vide A de IK vers un fonction f . Soit a G A. Supposons de 
plus que pour tout n G N, lim f n (x) = l n existe. Alors les limites lim f(x) et lim l n existent 

x—>a >a n—>oo 

et elles sont egales. C’est a dire que 

lim lim f n (x) = lim lim f n (x) 

x—>a n—>oo n—>oc x—>a 

Demonstration. Chaque f n se prolonge en une fonction g n continue au point a, de plus 
(g n ) n verifie lc critere de Cauchy uniforme snr A U {a}, ainsi ellc converge vers un fonction g 
continue au point a et la restriction de g sur A est /. D’ou lim f(x) = g(a) = lim g n (a) = 

x—>a n—>oo 

lim l n . □ 

00 

Proposition 4.4. (Double limite) Soit ( f n ) n une suite de fonctions qui converge uni- 
formement vers une fonction f sur un intervalle A = [a, +oo[ (ou]~ 00 , a}). Supposons de 
plus que pour tout n G N, lim f n (x ) = l n existe. Alors les limites lim f(x) et lim l n existent 

x — >00 x — hdo n— >00 

et elles sont egales. C’est a dire que 

lim lim f n (x) = lim lim f n (x) 

x^oo n— >00 n— >00 xx) 
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1.3. Convergence uniforme, derivee et integrale. 

Proposition 4.5. Soit ( f n ) n une suite de fonctions continues sur un segment [a,b\, sup- 
posons de plus que ( f n ) n converge uniformement vers f. Alors f est continue sur [a,b\ 
et 

la f( x ) dx = Jim fa fn (®) dx - 

Demonstration. | f*f(x)-f*f n (x) dx\ < /J \f(x)-f n (x)\dx < /J sup \f(t)-f n (t)\dx = 
(b - a) sup | fit) - f n (t)\. □ 

t£[a,b] 

Exemples 4.2. (la convergence uniforme ne transporte pas la derivee) Pour tout 
n E N* ? soit f n {x ) = yjx 2 + K On a 

\f n (x)-\x\\ = \sjx 2 + f - Vx 2 ] 

= I I < 1 . 

Ainsi la suite (/„) n converge uniformement vers f : x i— >• |x| et pour tout n G N*, f n est 

derivable (elle est de classe C°°), mais f n’est pas derivable au point 0. 

Theoreme 4.2. Soit ( f n ) n une suite de fonctions definies sur un intervalle borne I de 
longueur l, telle que : 

1 ) pour tout neN, f n est derivable sur I, 

2) la suite de fonctions (/,'Jn converge uniformement vers une fonction g sur I , 

3) il existe c G / tel que ( f n {c)) n converge. 

Alors (f n ) n converge uniformement vers une fonction f derivable sur I et on a f ; = g. 
c’est a dire que 

lim /', = ( lim f n )' 

oo n— > oo 

Demonstration. • Nous utiliscrons le theoreme des accroissement flnies. On a pour 
tout x G / : 

I (fn+p(x) - fn{x)) -(/ n+p (c) - fn(c))\ 

< \x-c\ -su P |/; + (t) ~f n (t)\ 

tel 

< /-sup|/; + (t) ~ f' n (t)\. 

tel 

Done pour tout x G /, on a 

I fn+p (x)-f n (x) | < l ■ Slip | f' n+ (t) - f' n (t) \ 

tel 

+ 1 fn+p(c) ~ fn(c) |. 
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On a pour tout £ > 0, il existe N G N tel que pour tout n > N et tout peN, 


sup |/',+„(t) - /' (t)| < £ et |/„ +p (c) - / n (c)| < e. 


tei 

Par suite pour tout n > N, p G N et tout x G /, 

|/n+j>(®) - /n(z)| < (/ + 1)£ 

Done (/ n ) n est uniformement de Cauchy ainsi elle est convergente uniformement vers une fonc- 
tion continue / sur I. De plus pour tout (x,y) G / 2 , 


I (f(y) - f{x)) ~{fn(y ) - fn(x))\ 

= lim I (fm(y) - fm(x)) - (fn(y) ~ fn(x))\ 

m— >oo 

< lim \y - x\ sup - f' n {t)\ 

m— >0 ° te/ 

= |j/ - z| sup |$(t) 
tei 


Fixons x E I, pour tout y G /, y ^ x on a 


I f{y)-f(x) _ ( \i <- | (f(y)-f(x))-(fn(y)-fn(x)) I 
I y— x -'V /I — I y— x I 

+ | /4D = /40 

+ |/n(®) -0(®)l 

<sup|p(t) 

tei 


I fn(y)~fn(x) 

I j/-a; 

+ |/n(®) -^)l' 


+| /n ^4" W ~/n(s)l 


Soit £ > 0, il existe iV G N tel que pour tout n > N, sup \g(t) — f' n {t) \ < \e. II existe r/ > 0, tel 


tei 


que pour tout y E I(l]x — r),x + g[, — /^(:r)| < \ £ - D’ou Ve > 0, 3rj >0, \/y G /, 


\y — x\ < y 


J(y) - f ( x ) 


y - x 


g{x)\ < e. 


D’ou pour tout x G I, f est derivable en x. □ 


2. Differents types de convergence pour les series de fonctions. 

Soit (f n ) n une suite de fonctions definie sur un ensemble non vide A. La suite de fonctions 
(S n ) n , ou S n — / 0 + /i + • • • + f n , est appelee serie de fonctions et elle est notee fn ■ 

n 
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2.1. Consequences. 

Definition 4.3. Soit (f n ) n line suite de functions definie sur un ensemble non vide A. 

1) On dira que la serie de fonctions Y f n converge simplement sur A, si pour tout x G A, 

n 

la serie numerique Y fn( x ) est convergente. 

n 

2) On dira que Y f n converge uniformement sur A, si elle converge simplement et on a 

n 

\/e >0, 3N G N, Vn > N, 

oo n 

\/x G A, \R n (x)\ = I £ f k {x ) - £ fk(x) I < e. 

k = 0 k = 0 

Remarque 4.3. Y f n converge uniformement sur A, si et seulcment si, la suite forrnee par 

n 

le sup sur A du reste d’ordre n, (sup |R n (x)|)„ converge vers zero, si et seulcment si, il existe 

x£A 

une suite (A n ) n converge vers zero telle que pour tout x G A et tout entier n, \R n (x)\ < X n . 
Proposition 4.6. Soit fn une serie de fonctions definie sur un ensemble non vide A. 

n 

Alors Y fn converge uniformement si, et seulement si, Y fn est uniformement de Cauchy, 

n n 

c’est a dire elle verifie le critere de la convergence uniforme : 

Ve > 0, 3N e N, Vn > 7V,Vp e N, 

\/x G A, |/ n +i(x) + fn +2 + ' ' ' + f n +p(x)\ < £. 

Proposition 4.7. Soit Y fn une serie de fonctions continues en un point a d’une partie A 

n 

oo 

de IK, supposons de plus que Y fn converge uniformement sur A, alors Y fn est continue en 

n n = 0 

a. 


Corollaire 4.2. Soit Y fn une serie de fonctions continues sur une partie non vide A de 

n 

oo 

IK, supposons de plus que ( f n ) n converge uniformement sur A, alors Y fn cst continue sur A. 

71= 0 

Proposition 4.8. (double limite) Soit Y fn une serie de fonctions qui converge uni- 

n 

formement sur une partie non vide A de K et soit a G A. Supposons de plus que pour tout 

OO OO 

n G N, lim f n (x) = l n existe. Alors les limites lim Y fn{%) ct Y k existent et elles sont 

x ~ >a x^a n _g n=0 

egales. C’est a dire que 


x 


lim fn(x) = T lim f n 
72—0 72=0 

Proposition 4.9. (Double limite) Soit Y fn une serie de fonctions qui converge uni- 

72 

formement sur un intervalle A = [a, +oo[ ou ] — oo, a]. Supposons de plus que pour tout n G N, 
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00 00 

lim f n (x) = l n existe. Alors les limites lim Y f n {x) et li m Y l n existent et elles sont egales. 

x — >00 x—>oc n= Q n—> 00 n _Q 

C’est a dire que 


lim V fn(x) = Y] lim f n 

nr. — f nr — >nn 


x) 


n = 0 


n = 0 


Proposition 4.10. Soit Y fn une serie de fonctions continues 

n 


supposons de plus que Y f n 

n 

et on a : 


OO 

converge uniformement. Alors fn 

n = 0 


nb 00 00 pb 

/ ^fn{ x )d' x = ^2 / f n (x)dx 

•* a 11=0 n = 0 


sur un segment [a,b], 
est continues sur [a, b] 


Proposition 4.11. Soit Yh fn une serie de fonctions definies sur un intervalle borne I de 

n 

longueur l, telle que : 

1 ) pour tout n G N, f n est derivable sur I, 

OO 

2) la serie de fonctions Y fn converge uniformement sur I, 

n=0 

00 

3) il existe c e / tel que Y fn(c) converge. 

n=0 

Alors la serie de fonctions Y fn converge uniformement et derivable sur I . De plus 

n 


on a : 

00 00 

(£ = E fn- 

n = 0 n = 0 


2.2. Autres types de convergence. 


Proposition 4.12. Soit ( f n ) n une suite decroissante de fonctions positives sur un ensemble 
A non vide, supposons de plus (f n ) n converge uniformement vers zero, alors la serie l) n f n 

n 

converge uniformement. 


Demonstration. Pour tout x E A, Y(~^) n fn( x ) es t une serie alternee, done clle converge. 

n 

D’apres la formulle de la majoration du reste, on a |i? n (x)| < f n+ i(x), ainsi lc reste converge 
uniformement vers zero. D’ou la serie converge uniformement vers 0. 


Definition 4.4. Soit Y fn une serie de fonctions definies sur un ensemble A non vide. On 

n 

dira que : 

1) Y fn converge absolument, sur A, si la serie Y \fn\ converge simplement sur A. 

n n 

2) Y fn converge normalement sur A, si on a la convergence de la serie 

n 

'Yj sup \fn(x)\. 

xEA 
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Remarque 4.4. 1) ^ f n converge normalement sur A si. et seulement si, il existe une serie 

n 

convergente ^ n telle que pour tout x G A et pour tout n G N, \f n (x) < \ n . 

n 

2) On a la comparaison suivante : 


Convergence normale ==>• Convergence uniforme 

Convergence absolue ==>• Convergence simple 
Les autres implications ne sont pas vraies en general. 


Exemples 4.3. Sent pour n G N*, f n V application definie sur [0, 1] par 


fn{x) = 


- si 

n 


x 6 


l i 


n+ 1 ’ n J 

st xe [o,^]n]J, l] 


oo 


Considerons la serie f n . On a pour tout x e]0, 1], il existe un entier unique n G N*, 

n= 1 

que f n {x) 7 ^ 0 et la somme de la serie est nulle en zero. D’ou pour tout ( n,p ) G N* 2 , 


tel 


\fn+l(x) + fn+ 2 (x) + ■ ■ ■ + f n+p (x)\ 


= max I fk(x) 

n-\-l<k<n+p 

< 

— n+1 * 


oo 

Ainsi la serie fn verifie le critere de Cauchy unifirme, par suite elle converge uni- 

n= 1 

formement sur [0,1]. De plus la serie est formee par des fonctions positives done elle est 

aussi absolument covergente. 

Mais, on a pour tout n G N* ? sup |/ n (x)| = -. Done la serie 

xe[o,i] 


OO 

V sup \fn(x)\ 
n = 1 a;e [ 0 ’ 1 ] 


diverge. Ainsi la serie ne converge pas normalement. 


Exercices 4.1. Considerons la fonction 


(■ 


x 


E 

n= 1 


7T 


1) Donner le domaine de definition D( () de (. 

OO 

2) i) Montrer que Yf converge uniformement sur tout intervalle [a, oo[, ou a > 1. 

n= 1 

ii) En deduire que ( est continue sur ] 1 , oo [. 
in) En deduire la limite lim ((x). 

X^OC 

3) Montrer que Q est derivable sw]l, oo[ (ind. considerer les intervalle ]a, b[ avec 1 < a < b). 
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4) Montrer que ( est de classe C°° (ind. par recurrence en donnant V expression de la derivee 
k-ieme). 

5) i) Dire pour quoi la limite l = lim ((x) existe dans M U {+00} . 

x^l + 

ii) Comparer (( x ) et la somme partielle d’ordre n de la serie au point x, x > 1, et deduire que 
l = 00. 

Solution. 1) Pour tout x G M, ((x) est une serie de Riemann, done elle converge si, est 
seulement si, x > 1. Ainsi D( () =]l,oo[. 

OO 

2) i) On a pour tout x G [a, oo[, -C < et on a a > 1, done Y) \ converge. Done ( 

n= 1 

converge normalement, par suite uniformement sur [a,oo[. 

ii) D’abord les fonctions x 1— > n G N* est continue sur ] 1 , 00 [. De plus pour tout compact 

K C]l,oo[ 7 on a pour a = ruin K, K C [a,cx)[. Ainsi ( converge uniformement sur K. D’ou 
d’apres le cours ( est continue sur ] 1, 00 [. 

111 ) On a pour tout n G N* ? lim A- egale a 0 si n > 1 et elle est egale a 1 sin — 1. De plus on 
a ( converge uniformement sur [2, 00 [. Done 


OO 


lim = ) lim — 

t . — >on * ^ : 


n = 1 


x — >-oo Ti 


1. 


3) On a pour tout n G N* ; es t derivable sur ]1, 00 [ et on a 


(-^y = (exp(-xln(n)))' 
n x 


ln(n) exp (— x ln(n)) 


— ln(n) 

n x 


Pour tout x £}a,b[, 1 < a < b, |(^-)'| < |^-|, la serie de Bertrand Y) converge. Done la 

n = 1 
00 

serie converge normalement, done uniformement, sur]a, b[, de plus ( converge sur un 

n= 1 

point, quelconque de }a,b[, d’ou d’apres le cours, ( est derivable sur]a,b[ et ('(x) = ~ ln f n ^ . 

n= 1 

Ceci reste vrai sur ]1, oo[. 


3. Series entieres. 

3.1. Definitions et proprietes. 

Definition 4.5. Une serie entiere est une serie de fonction definie sur une partie de M (ou 
C) qui est de la forme S(x) = Yfa n x n , oil ( a n ) n est une suite reellc ou complexe. 

n 
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| si x| > R, 

alors 

S(x) 

diverge 

| si |x| < R , 

alors 

S(x) 

converge absolument 


Proposition 4.13. Toute serie entiere S = s ^ j a n x n possede un rayon de convergence 

n 

R g M+ U {oo}, c’est a dire que R est I’unique element de M + U {oo}, qui verifie : 

\/x gK, on a 

Demonstration. • Remarquons d’abord que pour (x,y) G IK 2 , tel que |x| < \y\, si S(y) 
converge, alors S(x) converge absolument. En effet, y/\a n x n \ = \/\a n y n \ ■ H, on a \a n y n \ — > 0, 
done pour n assaz grand y/\a n y n \ < 1. Ainsi, \/\a n r n \ ■ j^j < |4 < 1. D’ou d’apres la regie de 
Cauchy ]C \a n x n \ converge. 

n 

• Posons 

R = sup{r G M + : S(r) converge absolument}. 

On a R existe dans R + U {oo}, car l’ensemble 

A — {r G M + : S(r) converge absolument} 


et non vide puisque il contient zero. De plus d’apres la premiere partie de la preuve / est un 
intervalle de la forme [0,f?[ ou [0,i?]. Done pour tout x G IK, tel que |x| < R, S'(|x|) converge 
absolument, ainsi S(x) converge absolument. Si |x| > R, on a S(x) diverge car sinon, 5 *( N±E) 
converge absolument, mais > r absurde. D’ou R verifie les conditions de la proposition. 
□ 


Definition 4.6. 1) L’clcment R de M + U {+cxd} donne dans la proposition precedante est 
appele rayon de convergence de S. 

2) L’intervalle ] — /?,/?[ (resp. le disque {x G IK : |x| < R}) est dit l’intervalle (resp. lc 
disque) ouvert de convergence de la serie. 

Proposition 4.14. Soit S(x) = J2 a nX n une serie entiere. Alors on a : 

n 

1) Si lim -?/|a n | = / existe, alors le rayon de convergence de S est R = } ( avec les conven- 

n—>co 1 

tions ^ = -poo et = 0). 

2) Si pour n assez grand a n ^ 0 et lim }" + ,' = l existe dans M + U (+oo} 7 alors le rayon de 

n— >oo 

convergence de S est R — } . 

Demonstration. 1) Soit x G IK*, lim ^\a n x n \ = l ■ \x\, done, d’apres la regie de Cauchy, 

n— >oo 

la serie S(x) converge absolument pour / • ]x| < 1 et clle diverge pour l ■ \x\ > 1. Ainsi R = }. 
2) Soit x G IK*, lim = l ■ b|, done, d’apres la regie de d’Alembert, la serie S(x) 

n— >oo \ anX I 

converge absolument pour l • |x| < 1 et ellc diverge pour l ■ \x\ > 1. Ainsi R — }. □ 
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Exemples 4.4. 1) fix) = V —,x n , on a a n = done lim Y) = lim — fr = 0. Doric 

V ^ n\ ’ n n p , )woo | a „| n ^ 00 n + 1 

Rf = +cx). 

2) g(x ) = ^ ^ L ^—x n , on a lim = 1, ainsi R g = 1. Done ] — 1, 1 [ est Vintervalle ouvert 
de convergence. De plus g(— 1) diverge et g( 1) converge. D’ou Vintervalle de convergence est 


] - 1,1]- 

3) h(x) = £(3 + ^) 2n x n . lim a/(3+^) 2 - = 3 2 , d’ou R h = §. 

ti— > oo V 
oo 

Attention 4.1. Soit /c(a;) = Y 3 n x 2n . II faut donner la representation canonique de 

71=0 

OO 

k(x) = ci n x n . Done a 2 n = 3 n et a 2 n +i = 0. Ici on ne pent pas appliqner les regies de la 

71=0 

proposition precedante. Mais ponr calculer le rayon de convergence R, k de k, on applique les 
regies de convergence des series numeriques. Posons u n = 3 n x 2n , on a lim \/\u n \ = 3x 2 . Done 

n — >oo 

x) converge ponr 3a; 2 < 1 \x\ < ^ et diverge si 3a; 2 > 1 4=^ |a;| > D’oii R k = ^ 


Proposition 4.15. ( Somme et produit) Soit f(x) = J ~2a n x n (resp. g(x) = ^2b n x n ) une 

n n 

serie entiere de rayon de convergence Rf (resp. R g ), alors on a : 

1) La serie somme (/ + g)(x) = ^(a n + b n )x n est une serie entiere de rayon Rf+ g > 

n 

min {/?,/, R g }. 

2) La serie produit (de Cauchy) 

n 

h = YXY,a k b n - k )x n 

n k = 0 

est une serie entiere de rayon de convergence R k > min {Rf,R g } 


Demonstration. On a si x G IK verifiant |a;| < minji?/, R g }, alors f(x) et g(x) converegent 
absolument. Done, an point x, la serie somme et la serie prodnit converegent absolument. □ 


Remarque 4.5. 1) Si Rf ^ R g , alors Rf+ g = min{i?j, R g }. 

2) Pour / = 0 et g(x) = J^a; n , on a, Rf = oo et R g = 1, mais Rf g = oo > min {Rf, R g }. 
Proposition 4.16. (Convergence normale) Soit f(x ) = ^2a n x n une serie entiere de 

n 

rayon de convergence R > 0. Alors f converge normalement sur tout disque {x G IK : |a;| < r} 
de centre zero et de rayon r < R. 


Demonstration. Soit 0 < r < R, on a pour tout n £ N et tout x £ IK tel que |a;| < r, 
|a n a; n | < \a n r n \, et d’apres la definition de R , la serie \ a nC\ converge. Ainsi / converge 

n 

normalement sur le disque {a; £ IK : |a;| < r}. □ 
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Corollaire 4.3. (Continuity) Toute serie entiere est continue sur son disque ouvert de 
convergence 

Demonstration. Soit R lc rayon de convergence d’nne telle serie. Si R = 0 on a rien a 
demontrer. Si R > 0, alors pour tout compact K C {x € K : |x| < R} on a r = max | k 

K 

existe done r<i?etitC{a;eK : |x| < r}. D’ou la serie entiere converge normalement, 
done uniformement, sur K . De plus les functions qui determinent la serie sont continues sur 
{x G IK : |x| < i?}, d’oii la serie est continue sur {x G IK : |x| < i?}. □ 

Proposition 4.17. (Primitive) Tout serie entiere f(x) = 22 a n x n de rayon de convergence 

n 

Rf > 0, possede une primitive sur ] — Rf, Rf[. De plus toute primitive F de f est donnee par 

OO 

F(x ) = F(0) + Yh ^^-x 11 , e’est une serie entiere de meme rayon de convergence que f, 

n= 1 

e’est a dire Rp = Rf. 

Demonstration. Exercice (ellc decoule aussi de la proposition suivante). □ 
Proposition 4.18. (Derivation) Tout serie entiere f(x) = Y2 a n% n de rayon de conver- 

n 

gence Rf > 0 7 est derivable sur] — Rf,Rf[ et sa derive f'{x) = ^(n + l)a n+ ix n est une serie 

n 

entiere wK de meme rayon de convergence, e’est a dire Rp = Rf. 

Demonstration, pour tout r e]0, Rf[, soit s e]r, Rf[, on a pour n assez grand n 7 ^(^) n < 1, 
done \{n + l)a n+ ir n | = |a r)+ is n+1 | • | !1 7 ^(^) n | < |a„+is n+1 |. La serie ^|a n+ is n+1 | converge 

n 

done 22 (n + T)a n+ yr n , converge absolument d’oii 22 ( n + l) a n+i^ n et de rayon de convergence 

n n 

Rp > Rf et il est evident que Rp < Rf. Ainsi la serie des derivees converge normalement, 
done uniformement, sur tout intervalle ] — r, r[, avec r e]0, Rf[. On a /( 0) converge done / est 
derivable sur ] — r, r[ et on a fix) = 22( n + l)°n+i^ n - Done ceci reste vrai sur ] — Rf, Rf[. □ 

n 

Corollaire 4.4. (Classe C°°) Tout serie entiere f(x) = 22 a nX n de rayon de convergence 

n 

Rf > 0, est de classe C°° sur ] — Rf, Rf[ et on a pour tout k &W , 

f {k \x) = y^( n + k)---(n+ T)a n+k x n = ^ — +^' a n+k x n 

n n 

est une serie entiere sur M de meme rayon de convergence, e’est a dire Rf<k) = Rf. 
Demonstration. Par recurrence. □ 

Corollaire 4.5. Soit f(x) = 22 a nX n une serie entiere, alors pour tout n G N, a n = f[ J/ 0 - 1 . 

n 



Cours d’Analys 4, SM 3 -SMI 3 


71 


Demonstration. On a pour tout entier k, 

/ (fc) ( 0) = (0+/c) • • • (0+l)ao+fc+(l+/c) • • • (l+l)ai + fc0 1 +- • —\-(n-\-k) ■ ■ ■ (n+l)a„+feO n +- • • = k\-ak ■ D 
Remarque 4.6. (Definition et notation) Soit f(x) = Y a nX n une serie entiere de rayon 

n 

de convergence Rf > 0, alors 

y^(n + k)--- ( n + 1 )a n+k x n 

n 

est une serie entiere sur C de rayon Rf. Une telle serie sera appelee derivee d’ordre k de f 
est ellc sera notee f (k) . 


Exercices 4.2. Une fonction definie sur un ouvert, non vide, U de C est dite holomorphe 
sur U , si pour tout z 0 E U , la limite 

f( z ) - f( z o) 


lim 

2 ^ 2 0 Z — Zo 

existe. Cette limite sera notee f'(zo). Soit f(x) = Y a, n x n une serie entiere de rayon de conver- 

n 

gence Rf > 0 et soit f 1 sa serie derivee definie dans la remarque precedante. Montrer que pour 
tout z 0 E {z E C : \z\ < Rf}, 

lim f(z) - /(,„) = fl 
z^zo z — Zo 

oo 

Solution. On a f(z) — f(zo) = Y( a nZ n — a n ZQ). Remarquons que a n z n — a n ZQ = a n (z — 

n= 1 

n— 1 

Zo)un(z), ou u n (z) = Y z k ZQ~ 1 ~ k . Done 

k = 0 


f( z ) - f( z o) 

z - Zo 


E 


/ d n U n yZ 


n = 1 


Soit r E]\z 0 \,Rf[. Pour tous \z\ < r et n > 1 , on a 


n— 1 


\a n u n (z ) | < \a n \ • ^r fc r n 1 k = \a n \nr 


n— 1 


k = 0 

oo 

La serie Y a n \ nr n ~ 1 converge, car sur M, / 1 et de rayon Rf doric elle converge absolument 

n = 1 

sur [0, Rf[. D’ou la serie de fonctions converge normalement, done uniformement, sur 

{z E C : \z\ < r} \ {^o}- D’apres la proposition (double limite) 

f{z) ~ f( z o) r ( \ ( 

= > lim a n u n (z) = > a n u n { 

z — J z—>zo L J 

n = 1 n= 1 n= 1 


lim 


= > a n nz 0 


^n— 1 


z - Zo 
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3.2. Fonctions developpables en series entieres. 


Definition 4.7. Une fonctions / definie sur un intervalle ouvert contenant 0 est elite 
developpable en serie entiere au voisinage de 0 s’il existe un intervalle ] —r,r[, ou r > 0, 
et une serie entiere Yh a n x n definie sur ] — r,r[ tels que f(x) = a n x n pour tout x g] — r,r[. 

n n 

Dans ce cas on dit aussi que / est developpable en serie entiere sur ] — r,r[. 


Proposition 4.19. Si f est developpable en serie entiere au voisinage de 0, alors cette serie 
est donnee par 


f(n) 

E E-( o)x 


Remarque 4.7. 1) Une fonction qui est developpable en serie entiere au voisinage de zero 
est de classe C°° . De plus sa serie de Mac-Laurin est convergente. 

2) Les conditions precedantes ne sont pas suffisantes pour dire que la fonction est 
developpable en serie entiere. Soit par exemple la fonction 


f( x ) 


exp(dr) si x 0 
0 si i = 0 


On a / est de classe C°° sur M*, par recurrence on montre que / est indefiniment derivable au 

°° (n) 

point 0 et / (n) (0) = 0 pour tout entier n. D’ou = 0) pour tout x, mais / s’annule 

n = 0 

f( n ) y 

sculement au point 0 done pour x G M*, f(x) ^ E^r(0) a;n - Ainsi / n’est pas developpable 

n=0 

en serie entiere au voisinage de 0. 


Proposition 4.20. Soit f une fonction de classe C°° sur ] — R, R[, avec R > 0, pour que 
f soit developpable en serie entiere sur ] — R, R[, il suffit que pour tout r e]0, R[, 


lim sup \f ( ' n \x)\ T —r — 0. 

n ^°o xe]-r,r[ n - 


Demonstration. D’apres la formulc de Mac-Laurin pour tout x e] — R, R[, soit r e] |x|, R[, 
il existe 6 e]0, 1[ dependant de x et n tel que 


i f{x) - 


f(k) ( x ^ x k f(n+l) (Q x 'j x ( n + 1 ) 




k = 0 


k\ 


(n + 1)! 


< sup |/(" + ‘)WI, J _.,, 

xE.]—r,r[ yl “I - !)• 


0. □ 


Definition 4.8. Soit U un ouvert de M, une fonction / : U — » M (ou C) est elite analytique 
sur U si pour tout x 0 G U, la fonction g{x) = f(x + x 0 ) est developpable en serie entiere au 
voisinage de 0. 
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3.3. Exemples de fonctions developpables en series entieres. 

1) Fonction exp. • On a exp(x) est de classe C°° sur M. 

Pour tout r > 0, sup | exp( n )(x)|(^ < exp(r)d|- — > 0. 

xE]— r,r[ 

oo 

Done cette fonction est developpablc en serie entiere sur R. et exp (a;) = Y ^r- 

71=0 

2) Nous deduisons que cosh et sinh sont developpables en series entieres sur M et 


00 x 2n 


cos 


00 r 2n+l 

h (*) = J2n]\ et sinh ( x ) = 5Z 

77= 0 ' ' ' 


-L (2n + 1)! 

71=0 v 7 


3) Fonctions cos et sin. Ces deux fonctons sont developpables en series entieres sur M et 


~ (-l) n x 2n ... ^ 

cos a: = > — — r . — et sin i = 


(— l) n x 2n+1 


77=0 


(2ra)! 


^ (2n + l)! 

71=0 X 7 


4) Fonction f(x) = (1+x)", a G M*. • L’equation differentielle (1 + x)y' — ay = 0, y( 0) = 1 
possede / comrne solution unique sur ] — 1, 1[ (il suffit de calculer la derivee de (1 + x)~ a y(x)). 
• D’autre part montrons que cette equation possede line solution donnee par une serie entiere. 

OO 

Posons h(x) = Y o Jn x n . Si h est une solution de l’equation sur ] — 1,1[, alors (1 + x)h' — 

71=0 

OO OO oo 

ah = 0, /i(0) = 1. Done a 0 = 1, et (1 + x) Y na n x n ~ l — a Y a n x n = 0, done Y na„a;’ i_1 + 

71=1 71=0 71=1 

OO OO oo oo oo 

Y na n x n — Y ota n x n = 0, e’est a dire Y ( n + 1 )a n +ix n + Y na n x n — Y ota n x n = 0, d’ou 

71=1 71=0 71=0 71=1 71=0 

OO 

(a,i — crao ) + Y (( n + l)on+i + na n — aa n )x n = 0. Nous obtenons les formulles iq = ceao = 

71=1 

a, (n + l)a n+ i + (n — a)a n = 0. Ainsi a n = p> e pi us p Qur tout entier n, a n ^ 0 et 

OO 

lim = lim YY — 1- D’ou h(x ) = 1 + Y et Rh = 1, ainsi h est definie 

77^00 77 — >00 n+^ ,“l n - 

sur ] — 1, 1[. D’apres l’unicite de la solution de l’equattion differentielle on a pour x e] — 1, 1[ 


„ , \ a \ , , \ , , u(a - 1) • • • {a - (n - 1)) 

(1 + x) = f(x) = h(x ) = 1 + 2^ — \ —x 


71=1 


n\ 


5) Foncton arctan. • On a arc tan (x) est de classe C°° . 

• arctan' (x) = pppj, done arctan' (x) est developpable en serie entiere sur ] — 1, 1[ et on a 

OO 

arctan' (x) = Y(~ l) n x 2n - 

71=0 

• arctan s’annule en 0, done elle est developpablc en serie entiere sur ] — 1, 1[ et on a 


arc tan (x) = l) n 

71=0 


^,2 ti +1 

2 n + 1 
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6) En remarquant que (arcsin(x))' = ^==5 (resp. (arccos(a;)) / = -7=5), verifier que sur 
] — !,![, on a 


OO 

arcsin(x) = Y^ 

71=0 


(2")! 1 r 2 n + l 

(n!) 2 4 n (2n + 1) 


et 


arccos(x) 


^ ( 2n ) ! 1 2n+l 

2 ^ (n!) 2 4 n (2n + 1) 


3 . 4 . Extension a C. 

OO 

1 ) La serie exp(z) = Y ^ est bien definie sur C. Cette fonction sera appclee fonction 


71=0 

exponentielle complexe. On a les proprietes : 

• exp (2 + z') = exp(z) exp(V). 

• Pour 9 G M, 


exp(f0) = Y 

n = 0 


( i6) n 

n\ 


OO 


E 


(■ i6) 2 P yv (i0) 2 P +1 

Pp)!' + “S (2p + 1)! 


OO 


E 


(_l)P#2p 

(2p)! 



(_1)P0 2 P+! 

(2p+l)! 


cos(0)+i sin(0). 


• Pour tout z G C*, l’ensemble {ufC : exp(w) = z} = (ln(|z|) + i(arg(z) + 2kir) : k G Z}. 
D’autre part, pour tout z = x + iy G C, | exp(z)| = | exp(x) exp(*y)| = exp(x) G M* + . 

2 ) On peut definir les fonctions sin, cos, sinh, cosh complexes comme sommations des series 
entieres sur C de rayon infinie : 


OO 

cos(^) = Y 

71=0 


(-1 ) n z 2n 
(2 n)\ 


sin(^) = Y 

n = 0 


(-l)V n+1 

(2n + l)! ’ 


cosh(z) = Y^ 

71=0 


(2n)! 


OO 

et sinh(z) = Y^ 

71=0 


^ 271+1 

(2n + 1)! 


De plus on a les proprietes suivantes : 

• cos(z) = v 2 — > sm(z) = ; — 2, cos(z + z ) = cos (z) cos (z ) — sin(z) sm(r), 

sin(^ + z') = cos(z) sin(E) + sin(z) cos(z') et cos 2 (E) + sin 2 (^) = 1. 

• COsh(z) = exp(,)+exp(-,) ^ ginh ^) = exp(,)-exp(-,) ^ ^2^) _ sinh 2^) = L 

• sin(z) = sinh(iz) et isin(z) = sinh(iz). 

• cos (x + iy) = cos(a;) cosh(y) + isin(x) sinh(y) et sin(x + *y) = sin(x) cosh(y) —i cos(a;) sinh(?/). 

3 ) Les fonctions (1 + z)~ l , ln(l + z), arctan(z) sont definie sur lc disque unite ouvert de C 
par des series entieres et on a : 

OO OO OO oil 

• (! + z)- 1 = Y (-1 ) n z n , ln(l + z) = Y (-!) n+1 arctan(^) = Y ( -1 ) n l^jT- 

71=0 71=1 71=0 

Exercices 4 . 3 . 1 ) Etendre autres fonctions aux certains disques de C de centre zero (par 
exemple (1 + z)~ a , a G 

2 ) Verifier les proprietes donnees dans les exemples precedants. 
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4. Serie n° 4. 

Exercice 1. Soit (P n ) n la suite de fonctions definie sur [0, 1] par : 

P 0 = 0, P n+ i(x) = P n {x) + ^(x~ ( P n (x )) 2 ) 

1) Verifier que (P n ) n est une suite de polynomes, majoree par y/x et croissante. 

2) En deduire que cette suite converge simplement vers y/x. 

3) Etablir, par recurrence, les inegalites : 

0 < \fx - P n [x) < 

2 + nyjx 

Indication : Si l’inegalite est vraie ponr n, verifier que 


1 1 / r~ „ / ^ i Vx + UX ^ 2 + (n ~ I)y/X 

1 (\/x + P n (x)) < 1 -p= < -p = — . 

2 v 2 + nJx 2 + nJx 


Puis conclure Finegalite pour n + 1 en remarquant que 


(2 + (n — l)yfx)(2 + (n + 1 ) a / x ) < (2 + ny/x) 2 — x < (2 + nyfx\ 


4) En deduire que la suite (P n ) n converge uniformement vers y/x sur [0, 1]. 


Exercice 2. Pour x E JR, on pose : g(x) = exp(— nr 2 ). 

1) Montrer que g est partout definie et continue sur JR. 

2) Montrer que g est de classe C 1 sur JR. 


Exercice 3. Soit (A n ) n >i une suite croissante de nombres reels strictement positifs et ten- 

OO 

dant vers +oo. On pose ponr x G JR : f(x) = (— l) n exp(— \ n x) (*). 

n= 1 

1) Determiner le domaine de definition de /. 

2) Montrer que (*) converge uniformement sur tout intervalle [a, +oo[, oil a e]0, +oo[. 

3) En deduire que / est continue sur ]0, +oo[. 

4) Montrer que l’integrale J 0 +o ° f{x)dx est convergente. 

5) A 1’aide de ce qui precede montrer la relation suivante : 


r»+oo 


f(x)dx = 


OO 

E 

71=1 


(-i)’ 


6) En deduire 
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Exercice 4. Calculer le rayon de convergence et la somme de chacune des series entieres, 
de terme general u n (x), x G JR, dans les cas suivants ( a G JR) : 


a) M „ = („ > 1); b) = ( - 1)v 


nx 


C) u n = 


n .. (2n + 1)! ’ ~ y (2ra + l)! 

Exercice 5. (Une formule sur n decouverte en 1995) Considerons pour tout entier p > 1, 

la serie entiere 


f P (x) = 


n = 0 


]_ x 8n+p 

16 n 8 n + p 


1) Montrer que f p converge sur ] — y/2, \/2[. 

2) En deduire que f p et de rayon de convergence R p > 1. 

3) Calculer la derivee f' p . 

4) En deduire que pour x G [0, 1], 


fp{x) = 


m p 


-l 


rd t 


16 — t 8 

5) Calculer 4/i(l) — 2/ 4 (l) — / 5 ( 1) — / 6 (1) (ind. remarquer 


4-2 t 3 -t 4 -t 5 = — (t — 1) (t 2 + 2) (t 2 + 2t + 2) et 16 — t 8 = -(t 2 -2)(t 2 + 2)(t 2 + 2t + 2)(t 2 -2t + 2), 


puis calculer l’integrale). En deduire une formule de 7 r. 


Exercice 6. Determiner lc developpement en serie entiere a l’origine des fonctions suivantes 
en pricisant l’intervalle ouvert de convergence : 

; e^ xch{a)) ch(xsh(a)) ; e (3:cos(a)) sinfxsinfa)) ; arctan(^^ton(a)) 

1 + x 1 — x 

Exercice 7. Soit / la fonction : ] — 1, 1[— > 1R\ x — > (arcsin(x)) 2 . 

1) Verifier que / est une solution de l’equation differentielle : 

(1 - x 2 )y" -xy' = 2 (*) 

2) Determiner toutes les series entieres solutions de (*) sur ] — 1, 1[. 

3) Justifier pourquoi / est developpable en serie entiere sur ] — 1 , 1 [ et deduire son 
developpement. 
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Solution de la serie 4. 


Exercice 1. Nous supposons toujours que x e [0, 1]. 1) • II est simple de voir que P n est 
un polynome (il est de degre 2 n ~ 1 , n > 1. 

• Par recurrence, Supposons que P n (x) < y/x. On a y/x — P n +i(x) = (y/x — P n (x))( 1 — 
\(y/x + P n (x))). Or Vi - P n (x) > 0 et 1 — \(y/x + P n (x)) > 1 — \(y/x + y/x) > 0. D’oii 
y/x~ P n+l (x) > 0. 


• P n+ i(x) — P n (x) = \(x — ( P n (x )) 2 ). Par recurrence, en rnontre que P n (x) > 0. Done x — 
( P n (x )) 2 > 0. D’ou P n+ 1 > P n (x). 

2) Pour x G [0,1], la suite numerique (P n (x)) n est croissante majotee done elle converge 
vers un limite l. De plus il decoule de P n+ \(x) = P n (x) + ^(x — ( P n (x )) 2 ), que l = l + \{x — l 2 ), 
de plus on a l > 0, done l = y/x. 


3) Voir les indications. 


4) L’etude des variations de x 


2y/x 

2 -\-7ly/x 


, sur [0,1] (oil directement), permet de voir que 


sup 

xe[o,i] 


2 ^ 

2+nytr 


2y/l 

2+ny/l 


T 7 -. D’oii lim sup | yfx — P n {x)\ — 0. 
n ^°° xe[o,i] 


Exercice 2. Pour n e IV*, posons g n (x) = (^) 2 exp(— nx 2 ). 

1) g n est definie et continue sur IR et |.r/ n (x) < . Done la serie converge normalement, 

done uniformement, sur JR, ainsi g est definie et continue sur JR. 

2) g n est de classe C 1 sur JR et g' n {x) = _^ e - na;2 . Calculons le sup |^(x)| = sup ^ e _nx2 . 

x£lR xeK+ 

L’etude des variations de x i— >• ^ e~ nx sur JR + , rnontre que le sup est atteint au point x = ^=. 

°° 

Done sup |^(x)| = g' n ( -/= ) | = e ~ 1 ^ 2 - Done h(x) = 9n( x ) converge normalement sur JR 

done cllc est continue. De plus on a p(0) converge, done d’apres le cours pour tout intervalle 
] — r, r[, r > 0, g est derivable et g\x) = h(x). Done g est de classe C l sur ] — r, r[, r > 0, 
ainsi ellc est de classe C l sur JR. 


Exercice 3. Posons f n (x) = exp(— \ n x). 1) • Pour x < 0, f n (x) > 1, done le terme general 
de la serie ne tend pas vers zero, d’ou la serie diverge. 

• Si x > 0, la suite (f n (x)) n est decroissante, positive et ellc converge vers zero, ainsi la serie 
est une serie alternee one elle converge. D’ou le domaine de definition de / est ]0, oof. 

2) Soit a > 0, la serie converge simplement sur [a, oof. De plus, d’apres le theoreme de la 

n 

majoration du reste | f(x) — (— l) n / n (x)| < f n+ i(x) < f n+ i(a) — >• 0. Ainsi on a la convergence 

k = 1 

uniforme sur [a, oof. 
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3) Pour tout a > 0, les fonctions sont continue sur [a, oo[ et on a la convergence uniforme. 
Done / est continue sur [a, oo[, a > 0, par suite / est continue sur ]0, oo[. 

4) On a / est continue sur ]0, oo[ et |/(x)| < f\ (x) (majoration du reste), de plus il est 
clair que J 0 °° f\ (x)dx existe. Done / est absolnment integrable sur ]0, oo[, ainsi J 0 °° f(x)dx est 
convergente. 

5) On a pour tout n > 1, 


f n (x)dx = lim / f n (x)dx = lim 




n + 1 


„ — \nX~\C 


(_f)n+l 


C ^°° ^ n ^ n ^ n 


r f(x)dx - E = I / 0 °°(/(» - E fn{x))dx I < f* \f(x) - E /n(®)|da; 


71—1 


71— 1 


71—1 


< r fm+l(x)dx = 


■m+1 

— exp(— x) 


6) Pour A n = n, on a f(x) = E (- exp(-x))" = Eexp(-x) 


■ 0. 

. Done 


E 

71— 1 


71—1 

(_l)n _ roc _ exp (_ x ) 

n J o 1 + exp (-re) 


dx = 


1 1 1+1/ 


du = — [In ( 1 + xt)] q = — a/2. 


it=exp(— tc) 

Exercice 4. a) On a ponr i G] - 1, 1[, |u n (a;)| < |x| n , done la serie converge. Remarqnons 
qne cos (net) ne convrge pas vers zero. Done ponr x > 1, u n ne converge pas vers zero done 
la serie diverge. D’ou le rayon de convergence est 1. On a aussi u' n (x ) = x n ~ l cos(nct) = 
|(x n_1 e ma + x n_1 e _m ". Done 


+ 


7 /' (Vi = Ed ( p ia \n-l , e la / -i a \n - 1 _ 

u n\ x ) 2 ' 2 Z^ ™ 2«^S =: M 

71— 1 71— 1 

_ cos(a )— x _ -1 i //i 2 


71—1 


1— 2a: cos 


++ = qy In (|x 2 — 2x cos(ct) + 1|) 


De plus on a E « n (0) = 0 = ln(|0 2 — 2 • Ocos(a) + 1|), done 


71— 1 


-1 


f(x) = y ^u n (x) = — ln(|x 2 — 2xcos(a) + 1|), x e] — 1, 1[. 


71—1 


b) II est clair qne le rayon de convergence est +oo. • Ponr x = 0, E w n (0) = 1. 

71—0 

_ (-l)"V5 2n+1 °° 


Ponr x > 0, on a \fxu n (x ) = — ( 2n + 1 )! — > done ^fx E u n( x ) — sin(i/x) 


71—0 

2n+l 


71—0 


• Pour x < 0, x = —yj—x, done yj—xu n (x) = ( 2 n+i)\ • Ainsi V~ x u n ( x ) = sinh(v^— x). 
D’ou 

( rr \ 

si x > 0 


sin(yq-) 

\fx 


g ( x ) = ^2u n (x) = < 

71—0 


sinh(\/— x) 


si x = 0 

si x < 0 
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c) II est clair que le rayon de convergence est +oo. Remarquons que u n (x) = xg' n (—x), on 

n OO 

g n (x) = ( d n +i)! • Done h(x) = u n( x ) = xg'(-x), on g est la fonction definie dans (b). 

n= 1 


Exercice 5. 1) Ponr |x| < y/2, 


OO 


E 

n = 0 


^ x 8n+p 

16 n 8 n + p 


< 




n = 0 


|37| 

"16" 


cette serie converge car < 1. D’oii f p (x) converge sur ] — y/2, y/2[. 

2) On a R p >y/2> 1- 

3) Sur ] - R p , Rp[, 


_°° _ Q, n i ^^Sn+p-l °° ™8n+p-l _°°_ ™8n 1 

///-N _ V m + _ V - = rP - 1 V — = rP - 1 ■ 

Jp{ ’ ^ 16 n 8 n+p ^ 16- ^ 16- 1-4 

n= 0 r n=0 n=0 16 

4) f p est une primitive de f p sur [0, 1] qui s’annule au point zero. Done pour x G [0, 1], 

r f x 16 i p ~ l 

M*) = l f r m = l ^d. 


5) On a pour t G [0, 1], 


4 — 2t 3 — t 4 — t 5 

4/i(t) - 2/ 4 (t) - / 5 (1) - / 6 (t) = _ 2 )(t2 + 2)(f 2 + 2 1 + 2)(t 2 - 2t + 2) 


(£ — l)(t 2 + 2)(t 2 + 2t + 2) _ 1 -t + 2 1 

- 16 -t 8 " 8 {t + y/2) + 4(t 2 - 2t + 2) + 8(t - v^) 

1 2t - 2 1 1 

““ 8(t + V2) ~ 8(t 2 - 2t + 2) + 4(t 2 - 2t + 2) + 8(t - y/2) 

4 /i(l) -2/4(1) -/ 5 ( 1 )-/ 6 ( 1 ) = [^ln(t + v / 2 )-^ln(t 2 - 2 t + 2 ) + ^arctan(t-l) + ^ln(|t-v / 2 |)]o 


7T 

~~ 16 ^ 71 “ 


! 6 E< 

n=0 


8n + 1 8n + 4 8n + 5 8n + 6 16 n 


Exercice 6. • On a /n(l + t) et (1 + 1) 1 sont developpablcs en series entiers sur ] — 1, 1 [, 
done ln( 1 + £)(! + t) _1 est developpable en serie entiere sur ] — 1, 1[ et on a 


ln( 1 + 1) 
1 + t 


(E 

n=l 


-i) 


n 


n+l 


-gkEg 1 )"*’ 


00 n 


n = 0 


n = 1 


D)_ 

k 


k + 1 


00 


'-l) n_fc )t n = 


n=l fc=l 


D)_ 

k 


n+l 


-r 


Pour t = 1, |(E ( T +1 ) r 

k=l 


n 

Y2 ^ 00 4 0. D’oii ] — 1,1 [ est l’intervalle ouvert de 

k= 1 


convergence. 
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L’inetvalle ouvert de convergence est JR. 

g(a :c h(. a )) cli^xsh^Q')) = £ xc M a ) I ^gxsh(a) _j_ g— xsh(a)^ __ 1 ^xch(a)+xsh(a) _|_ g ,xch(a)—xsh(a 


H(e“ a +e”->;E 


n=0 


oo 

-x n = 

n=0 


-X . 


Pososns /(x) = arctan( j 3 ^tan(o;)). On a / est derivable snr ] — !,![ et 


ft / \ _ 2 sin(q) cos(q) _ zsimaj cos(q; _ * / \ 

J \ ) ((1— x) cos(a)) 2 +((l+x) sin(a)) 2 (1— e l2at x)(l— e~ l2a x) 2^1—e~ x2a x l—e i2a xt 

oo oo 

= 2 S ( e -* 2 “( n + 1 ) _ e* 2a ( n+ i))x n = sin(2a(n + l))x n 

n = 0 n=0 

On suppose que a e] — |, |[, on a /(0) = a, done pour x e] — 1, 1 [, qui est l’inetvalle ouvert 
de convergence, 

sin(2nce) 


2 sin(a) cos(a) i / e~ i2a 


f(x) = Ot + 


-x 


n= 1 


n 


Exercice 7. 1) Calcul direct. 


2) Supposons que h(x) = o, n x n est une serie entiere solution de (*) sur ] — 1, 1[. On a 

n = 0 


oo 

h'(x) = na n x n ~ l , 

n= 1 
oo 

xh'(x) = na n x n , 

71—1 


h"(x) 
x 2 h" ■ 


OO 

n ( n 

n=2 

oo 


n ( n 

n=2 


■ 1 )a n x n 2 
1 )a n x n . 


OO 


Y2 (n + 2 )(n + l)a n+2 x n , 

71—0 


D’ou 

2 = (1 — x 2 )h"(x) — xh'(x) 

OO 

= 2a 2 + (6a 3 - cq)x + Yh (( n + 2)(n + l)a n+2 - n(n - l)a n - na n )x n 

n—2 

oo 

= 2a 2 + (6a 3 - «i)x + J2 ((n + 2 )(n + l)a n+2 - n 2 a n )x n . 

n=2 

Ainsi a 2 = 1, 6a 3 — aq = 0, et pour n > 2, (n + 2)(n + l)a n+2 — n 2 a n = 0. Done 


C^2p 


2 2p_1 ((p — l)!) 2 

W- 


(2p — l) 2 • • • 3 2 _ ((2p)!) 2 _ (2p)! 

° 2p+1 “ (2p + 1)! ai “ (2p + 1)! ■ 2 2 p ■ p! ai “ (2p + 1) ■ 2 2p ■ p! 0l ' 

D’ou /i(x) = a 0 + £ 22P 1 ( ( 2 ( ; ) 7 1)!)2 ^ + ai ■ £ De P lus P our 0 ^ I 

x>— 1 p=0 


lim — v ~ vi " ' 


. (2p)! 

P=1 

, 2 2 P +1 ((p)!) 2 


X 


< 1, on 


a 


2p+1 ((p)!) 2 „2(p+l)| I (2p+2)! 2p+3| 

(2(p+l))! X I _ . 2 , . l ( 2 P+3)-2 2 ^+ 1 )-(p+l)! X I 

2 2 P-lffp-l)!P_9^l ^ 1 , (2p)! „9n-l-1 i 


Done d’apres la regie de d’Alembert les deux series Y1 ^ fjr^~ x2p et Y1 (o p +iyo2 P . p \ x2p+1 

p = 1 p = o 

convergent sur ] — !,![, done h converge sur ] — !,![. 
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3) la fonction arcsin(x) est developpablc en serie entiere sur ] — 1, 1[, done le produit f(x) = 

OO 

arcsin 2 (a;) est developpablc en serie entiere sur ] — 1, 1[. De plus / est paire done f(x) = b 2 P x 2p , 

p= 0 
oo 

bo = /( 0) = 0 done f(x) = b 2 P x 2p . D’ou d’apres la question precedante on a & 2 p = 02 P , p > 1, 

p= i 

1 1 1 r • 2/ \ \ — 2 2p ~ 1 ((p— l)!) 2 2p 

amsi sur J — 1, 1[, aresm [x) = }_^ x • 

p = i 




CHAPITRE 5 


Integrates dependant d’un parametre 

1. Rappels 

2. Integrates propre dependant d’un parametre 

Proposition 5.1. Sent f : [a, b] x [c,d\ — > M une application continue, alors I’application 
F : [c, d\ — > M; t h- > J b f(x,t)dx est continue. 

Demonstration. Soit to E [ c , d], pour montrer que F soit continue en to il suffit de montrer 
que pour toute suite (u n ) n d’elements de [c, cl] qui converge vers t 0 , ( F(u n )) n converge vers F(t 0 ). 
Pour une telle suite ( u n ) n , posons f n : [a, b] — > M; x i— >• f(x,u n ) et / : [a,b] — > M; x > f(x,t 0 ), 
alors (/ n ) n est une suite de fonctions continues. De plus, d’apres lc theoreme de Heine, 
/ est uniformement continue sur le compact [a, b] x [c, d] . Fixons £ > 0, il existe rj > 0, 
pour tous (x,t) et (y,s) dans [a, b] x [c,d], ||(i/, s) — (x, t)||i < rj, on a \f(y,s) — f(x,t) j < e. 
Rappelons que u n — > to, done il existe N E N, tel que pour n > N, \u n — t 0 \ < rj, done 
||(x,u n )-(x,t 0 )||i = \u n -to\ < V- Ainsi Ve > 0,3N E N ,Vn > N,Vx E [ a,b ], \f n (x)-f(x)\ < e. 
D’oii ( f n ) n converge uniformement vers /. D’oii lim f b f n (x)dx = f b f(x) dx, e’est a dire 

n^oo Ja a 

que lim F(u n ) = F(to). Ainsi F continue en tout to £ [c, d] . 

n— >oo 

2.1. Deux theoremes a admettre. Une suite de fonction (f n ) n est elite croissante sur 
un ensemble A si pour tout n E N et x E /, ,/ n +i (x) < f n (x). La suite est elite dominee par 
une fonction g si pour tout n E N et x E /, \f n (x)\ < g(x). 

Theoreme 5.1. (Convergence monotone) Soit ( f n ) n une suite de fonctions deftnie sur 
un intervalle I, telle que : 

1) ( f n )n croissante sur F 

2) pour tout n E N, f n est continue par morceaux sur F 

3) ( f n )n converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur tout 
segment de F 

Alors 

/ f(x)dx = lim / f n (x)dtx. 

Ji n ^°° Ji 
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Corollaire 5.1. Soit 22 f n une serie de fonctions positives et continues par morceaux 

n 

oo 

sur I . Si de plus 22 fn est Riemann-integrable sur I , alors 

n = 0 


, oo 

E 

n = o 


fn(x)dx = 


OO 

E 

n=0 


fn(x)dx. 


Theoreme 5.2. (Convergence dominee) Soit ( f n ) n une suite de fonctions definie sur 
un intervalle I, telle que : 

1 ) pour tout n E N, f n continue par morceaux sur un intervalle I , 

2) ( f n )n est dominee par une fonction g Riemann-integrable sur I, 

3) ( f n )n converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur tout 
segment de I . 

Alors 


f(x)dx = lim / f n (x)dx. 


Corollaire 5.2. Soit 22 fn une serie de fonctions continues par morceaux sur I telle 

n 

que la somme existe est continue par morceaux sur tout segment de I . Supposons de plus que 


n 

( fk)n est dominee par une fonction g Riemann-integrable sur I . 
k = 0 

Alors 


/ OO OO n 

'^2f n (x)dx = '^2 / fn(x)dx. 
n=0 n=0 3 1 


3. Serie n° 5. 


Exercice 1. Soient / la fonction 27r-periodiqne paire definie sur [0, 7r] par f{x) = sin(a;). 

1) Donner la serie de Fourier de la fonction /. 

2) Deduire une decomposition de sin, sur [0, 7r] en une serie donnee par cos(na;). 

3) En considerant 1’integrale / 0 x sin(t)dt, x E [0, 7r], deduire une decomposition de 
cos(a;) + - x , sur [0, n\ en une serie donnee par sin(nx) ( Justifier la permutation integrale- 
somme). 


Exercice 2. Soit / rapplication 27r-periodique definie sur [— n, zr [ par f(x) = x x 

1) Calculer les coefficients de Fourier de /. 

2) i) Donner S(f) la serie de Fourier de /, 

ii) Montrer que / = S(f). 

iii) Montrer sans calcul que S(f) converge uniformement vers / sur [ — zr, zr] . 
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3) Deduire les sommes des series suivantes 


OO 


E 

n=0 


(-1)" 

(2n + l) 3 



n=l 


Exercice 3. Pour x > 0, on pose 


f(x) = ( / e d t) et g(x) = 

Jo Jo 


"1 p -x 2 (l+t 2 ) 


1 + t 2 


-d t 


1) Montrer que f et g sont de classe C 1 . Calculer la derivee de / + g. 

2) Verifier que 0 < g{x) < e~ x2 j. Deduire lim g(x) = 0. 

4 X^OC 

3) En deduire que / 0 °° e~ t2 dt = ^ . 


Exercice 4. Soit F la fonction dedinie sur JR + par : 

3 


F(x) = 


'o t 


dt 


1) En utilisons les conditions de domaination montrer que, 

1) F est de classe C 1 sur ]0, oo[. 

ii) Deduire que pour x > 0, F(x) = A — arctan(x). 

iii) Verifier que pour tout x > 0, |F(x)| < K Deduire la valeur de A. 

GO 

2) i) Verifier que F(x) = 1 ) n u n ou u n = e~ nnx e~ tx ^^dt. 

n = 0 

ii) Verifier que la serie definie dans 2), i), est une serie alternee. 

iii) Deduire que F est continue sur [0, oof. 

iv) Deduire que / 0 °° ^^df = 
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Exercices facultatifs. 

Exercice 1. Developper en serie de Fourier la fonction / : R — » R, impaire periodique de 
periode 2tt, definie par : /(f) = 1 pour f g]0,7t] ; les valeurs de /( 0) et f{i r) etant quelconques. 
Calculer la somme de la serie de / et deduire les sommes des series : 


E 

n = 1 


(-i)" . 

2n + 1 ’ 


E 

n= 1 


l 

(2 n + l) 2 


Exercice 2. Developper en serie de Fourier la fonction / : R — > R, periodique de periode 
27 r, definie par : /(f) = f 2 — 2i r 2 pour f g] — 7T, 7t]. 

En deduire les sommes des series : 


1 


E^i E 


(-i)’ 


rr * — ' rr 

n=l n= 1 

Exercice 3. Developper en serie de Fourier la fonction / : R — ► f?, periodique de periode 
27T, definie par : /(f) = cos(o;f) pour t e] — 7r, 7r] oil a est un reel qui n’est pas un entier. En 
deduire la relation suivante pour tout reel non multiple de n : 

. . 1 ^ 2x 

cotan(x) = - + > 

x x z — Tl z 7T z 

n= 1 

Exercice 4. Soit Cz-k l’ensemble de fonctions / : R — > C, continues periodiques de periode 
27r. Pour f et g dans C' 27r , soit f * g la fonction definie sur R par : 


/ * g(t) = ~ u)du . 

1) a) Verifier que f * g est un element de r . 

b) Montrer que +, *) est un anneau commutatif. 

2) Pour / G C 2n , notons c n {f) lc coefficion de Fourier de / associe a e n : t — > e mt (n G E). 

a) verfier que e n * e m = 5 n , m e n . 

b) Montrer que pour f,g dans C 2 c n (f * g) = c n (f)c n (g). 

3) (Application) Proposer une methode pour calculer 


V — ■ 

n A ^ n 8 

n= 1 n=l 

Exercice 5. Pour x G -R on considere r(a;) = | 0 °°e R x 1 dt. 

1) Determiner lc domaine de definition de T. 

2) Montrer que V converge normalement sur tout compact de Rf et deduire que V et continue 
sur A/. 

3) Pour x > 0 montrer que r(a: + 1) = rrr(a;) et deduire T(n) pour n G N*. 
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4) Montrer que l’on peut prolonger continument T a R \ (— N). 

5) Montrer que T est de classe C°° et donner r^(x). 

Exercice 6. On considere pour x E R, I(x) = J 0 °° e~ t 2 ~ x 2 ^“ dt. 

1) Montrer que I(x) est continue sur R et derivable sur R*. 

2) Montrer que / satisfait une equiation differentielle du premier ordre. Donner I(x). 


Solution de la serie 5. 

Exercice 1. 1) / est paire done b n = 0, a n = | J'J sin(a;) sin(nx)dx done 


2 j‘ w 1 

a n = — / -(sin(a; + nx) + sin(x — nx))dx 

n Jo 2 


7r(l-n 2 )(-*- + ( -*■)") S ' n ^ 1 

0 si n — 1 


2) S(f)(x) = f+ E a n cos(nx) = \ + £ AX E {2vY) cos(2pa;). 

n = 1 p = 1 

On a / est continue sur [— 7r, 7t], / est derivable sur ] — tt, 0[U]0, 7r[ est les derivees a droite 
et a gauche de / aux points —n, 0 et 7r existent, done d’apres Dirichclet S(f)(x) = f(x) sur 

OO 

[ 7T, 7r] . D’ou sur [0,7r], sin(x) = f + E ^(i-( 2 P ) 2 ) cos ( 2 P a; )- 

p=i 

OO 

3) La serie | + E Ti-q-igp) 2 ) cos (2p^) converge normalement, done uniformement, sur [0, 7r], 

p= i 

ceci decoule du fait que 1 7r(1 _| 9p p) cos(2pa;)| < (On P eu t appliquer aussi ’’Dirichlet 

uniforme” ) . Done 


— cos(a;) + 1 


= fo sin(t)dt = f 0 v f + E ( 7 r(i— *( 2 p) 2 ) cos(2pt))dt 

p= i 

OO OO 

= n x + E fo 7 r(l— (2p) 2 ) cos (2pt)dt = 7r"^ 7r(l— (2p) 2 )p 

p=l p= 1 


sin(2pt) 


D’ou pour x E [0, tt], cos(a;) + f a; = 1 - E ^ (1 _ ( 2 2p)2)p sin(2pt). 

p=l 

Exercice 2. 1) / est impaire done a n = 0, n E IN, b n = ^ x3 ~p x cos(nx)dx. Par une 
des integrations par partie on trouve b n = COb [“ 7r ^ = — E- 

OO 

2) i) S'(/)(x) = E ^^sin (nx). 

71 = 1 

ii) / est de classe C 1 sur [— tt, 7r] done d’apres Dirichlet / = <S'(/). 

iii) / est de classe C 1 sur [ — 7r, 7r] , done d’apres Dirichlet uniforme on a 5(/) converge 
uniformemement vers /. 
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OO . * OO , .ry | -j 

3) On a /(f) = S(/)(f) = E ^sinfnf) = E 1 ®& ; ™(( 2 P+ !)!) 

" 1 p= 0 


(2L)3— n 2w 

D’ou (2 ’ 2 


12 


= -E 


(-IF 


n = 1 

oo 

r, ainsi 


(~1) P _ 37T 3 _ 7T 3 

(2p+l) 3 > a,lliD1 /Z (2p+l) 3 8-12 32’ 

p= 0 p= 0 


D’apres Parseval 


FA (-ipp+q-iF 

2_, (2p+l) 3 


1 

27T 



Q 9 

X — 7T X 

12 


2 da; 



n=l 


(- 1 )" .2 

, n 3 


d’ou ^ 


n=l 


l 

n 6 



Exercice 3. 1) / n’est autre que le carre d’une fonction primitive de f a e~ t2 , qui est 
contnue sur 1R, done / est de classe C 1 sur 1R, de plus f'(x) = 2(f x e~ t2 dt)e~ x2 . 

On a • 1’ application (x,t) i— »• e \ est definie et continue sur 1R x [0,1], • = 

— 2xe~ x ‘ 2( ' 1+t2 ' 1 existe et continue sur 1R x [0,1], done d’apres Leibniz g est de classe C l sur 1R 


et on a g’{x ) = J 0 ' —2xe x2 d+t 2 ) dt . 


Le changement de variable u = xt perrnet d’avoir g'(x) = 
pour tout x G 1R, (/ + g)'(a;) = 0. 

2) On a 0 < g(x) = e~ x 2 ^rdt < e~ x2 f* j^dt = e 

lim g(x) = 0. 


-2e~ x2 ~ u2 d u = 


x2 j. On a lim e x2 

#—>00 


-f'(x). Ainsi 
| = 0, done 


3) L’application h(x) = f(x) + g(x) est constante sur 1R, h( 0) = 0 + j^dt = 
Done | ff°e~ t2 dt\ = lim y/ fix) = lim y/ f(x) + g(x) = Or ff° e~ f2 dt > 0, done 

U X — >00 X — >00 V 4 U 

/ 0 ”e-‘ 1 dt=f. 


Exercice 4. Posons f(x,t ) = e~ tx ^^-. On a | e — | < e -tx e ~ tx dt existe pour 

tout x > 0, d’ou F est definie sur ]0, oo[. De plus pour x — 0, F(0) = J 0 °° ^j^-dt existe (une 
integration par parites perrnet de conclure) d’ou F est definie sur [0, oo[. 

1) i) Soit a > 0, pour (x,t) e]a, oo[x]0, oo[, existe et continue, |AL e -ta?Hibl = 

|e _te sin(t)| < e~ ta et J 0 °° e _ta d£ est convergente. Done F est de classe C 1 sur ]a, cx)[, pour tout 
a > 0, d’ou clle est de classe C 1 sur ]0, oo[. 

ii) Par une integration par parties deux fois on trouve que F'(x) = — ppp. D’ou il existe 
une constante A, telle que pour tout x > 0, F(x) = A — arctan(x). 

iii) On a pour tout x > 0, |F(x)| < / 0 °° \e~ tx ^j^-\dt < / 0 °° e~ tx dt = A. Done lim F(x) = 0, 
ainsi 0 = lim (A — arctan(x)) = A — D’ou A = |. 
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2) i) On a .F(x) = 77 e~ te sin f ^ dt. Pour tout n € IV, lc changement de variable 

n=0 

s = t — mr, perrnet d’avoir 

rnir+ir tx sin(t) ^ _ j-rr c -( s +mr)x sin(s+mr) ^ ^ _ c -mrx f 77 c ~sx sm(s+nir) ^ 

Jmr t JO s+nn J 0 s-\-nn 

= (-l) n e~ n ™ j; e—ggd s = (-1 ) n u n . 

ii) II est clair que ( u n ) n est decroissante, en n, et positive, de plus pour n > 1 et x > 0, on 

OO 

a u n < ^ — > 0. D’ii F(x) = (— 1 ) n u n est une srie alternee. 

n = 0 

iii) Une application directe du theoreme de continuity des integrates simples dependants 
d’un parametre, assure que u n est continue sur [0, oo[. De plus pour tout x > 0, u n (x) < 0 
D’ou la serie converge uniformement sur [0, oo[, ainsi F est continue sur [0, oo[. 

iv) On a / 0 °° ^^d t = F( 0) = lim F(x) = lim (| — arctan(x)) = | — arctan(0) = 

X -O' x -O' 




CHAPITRE 6 


Calcul different iel 

1. Applications differentiables. 

Dans ce paragraphe E et F designent deux espaces vector iels normes de dimension finie, U 
un ouvert de E, f : U — > F une application et x G U. 

Definition 6.1. • L’application / est dite differentiable au point x, s’il existe une 
application lineaire L : E — > F telle que 

f(x + h) - f(x) - L(h ) = o(h). 

• Si / est differentiable en tout point de U on dit alors que / est differentiable 
sur U. 


Remarque 6.1. 1) L’application L de la definition est continue car cllc est definie sur un 
espace de dimension finie. 

2) On a 1’ equivalence 


f(x + h) - f(x) - L(h ) 

l; tT1 H/0+fe)-/(x)-L(fe)|| _ 


= o(h) 
0 . 


3) Si E — M, alors une application / definie d’un ouvert U de M dans F et differentiable en un 
point x G U si, et seulement si. clle est derivable en x, c’est a dire f'{x ) = lim ex j s ^ e> 

Dans ce cas on peut identifie l’application L de la definition 6.1 a f'{x). Remarquons que lc 
premier membre de l’egalite precedante est une application lineaire et lc deuxieme mernbre est 
un vecteur, ceci a un sens grace a l’identification de toute application lineaire L : M — > F au 
vecteur L(l) de F . 


Proposition 6.1. Si f est differentiable, alors on a : 

1) L’application lineaire L, de la definition 6.1, est unique, elle sera notee 
D f{x), df(x), df x ou f'(x). 

2) f est continue au point x. 
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Demonstration. 1) Supposons qu’il existe une application lineaire K verifiant la meme 
formule. Alors l’application lineaire U — L — K — o(h). Done 


lim 

WH^o 


wm 

\\h\\ 


0 . 


Ponr tout x E M n , non nnl, on a pour t e]0, oo[ : 

1IM)I1 = lim MM = n 

||a;|| t^o \\tx\\ 


D’ou ||f/(a;)|| = 0, ainsi U = 0 et L — K. 

2) On a f(x + h)—f(x) = L(h) + o(h), done lim f(x + h)—f(x) 

||/i|Ho 


lim L(h) + o(h) = 0. □ 
IIMI— o 


Remarque 6.2. 1) Si / : U — > F est differentiable sur l’ouvert U, 1’espace C(E,F) des 
applications lineaires de E dans F est un espace vectoriel norme de dimension finie, alors 

• on peut definire l’application 

df : U — - £{E. /•'); x^df(x). 

Alors, si df est continue en un certain point x de U (resp. sur U) on clit que / est continument 
differentiable au point x (resp. sur U ) ; 

• de meme on peut definir les differentielles d’ordre superieur (1, 2, ...). Si la /e-erne 
clifferenticlle de / existe et continue on dit que / est de classe C k . 

• si / est de classe C k , pour tout k E N, on dit que / est de classe C°° . 

2) II est simple de voir que si / et g sont differentiates en un point x (resp. sur l’ouvert U) 
alors A / + / 3g , oil X,/3 e M, est differentiables en un point x (resp. sur fouvert U). De plus 

d(A / + Pg)(x) = Xdf(x) + /3dg(x). 

Theoreme 6.1. Soit U (resp. V ) un ouvert de E (resp. F ) et soit x & U. Suppo- 
sons que f : U — > F est differentiable en x, f(x) E V et g : V — > G est differentiable 
en f(x), ou G est un espace vectoriel norme de dimension finie, alors g o f est 
differentiable en x et on a : 

d (g ° f)(x) = d g(f(x)) o d f(x). 


Demonstration. Posons 


A = g o f(x + h) - g o f(x) 
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A = g{f{x) + df(x)-h + o{h))-g{f{x)) 

= dg(f(x))(df(x) ■ h + o{h)) + o(df(x) ■ h + o(h )) 
= d g{f(x)) o d f(x) ■ h + r(h), 

oil r(h) = d g(f(x)).(o(h)) + o(df(x) ■ h + o(h)), done 

IkWII < \\Mf( x ))M h ))\\ + \\o(df(x)-h + o(h))\\ 

< ll d ^(/(^))ll ' l|o(^)|| + \\o(df(x) ■ h + o(h )) ||, 

on a lim Id fix) ■ h + o(h) II = 0, done 

\\h\\-*0 


e(df(x) ■ h + o(h)) = £\{h). 


Posons s(h) = ||o(d/(x) • h + o(/i))||, done 

s ( h ) = l|d/(x) ■/i + o(/i)||||e(d/(a;) -h + o(h )) || 

< (||d/ (x) ■ h\\ + ||o(/i)||)||e(d/(a;) • h + o(/i))|| 

< (l|d/(a:)|| • \\h\\ + ||e(/i)||||/i||) 
x||e(d f(x) ■ h + o(h))\\ 

< WhWe^h). 

D’on r(h) = o(h), ainsi g o f est differentiable en x et d(g o f)(x) = dg(f(x)) o d fix). □ 


Corollaire 6.1. Dans les conditions du theoreme si les applications f et g sont 
de classe C k , k G N, alors g o f est de classe C k . 

Corollaire 6.2. Soit U un ouvert de E, supposons que f : U — > F est 

differentiable en un point x de U , si de plus / -1 existe sur un ouvert V conte- 
nant y = f(x) et si elle est differentiable en y, alors df(x) est inversible et 

(df(x))- 1 =d(f- 1 )(y). 

Demonstration. On a / ~ 1 o f — I l’application identitee, done / = d I(x) = d(f^ 1 )(y) o 
df(x).^oii(df(x))- 1 = d(f- 1 )(y).n 

Remarque 6.3. Avec les hypotheses du corollaire precedant, les espaces E et F sont 
necessairement de meme dimension. 
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2. Derivees partielles et applications continument differentiables. 

2.1. Derivee suivant un vecteur. Dans ce paragraphe E et F designent deux espaces 
vectoriels normes de dimension finie, U un ouvert de E, f : U — > F une application et 
x G U. 

Definition 6.2. Soit h e E un vecteur non nul, si la limite suivante existe 

lim f(x + th)-f(x) 
t- 0 t 

alors elle sera notee D hf{x) ou d hf( x )i appellee derivee suivant le vecteur (ou 
derivee suivant la direction) h. 

Proposition 6.2. Si f : U — > F est une application diffrentiable en un point 
x G U, alors f admet une derivee suivant tout vecteur non nul h et on a : 

d h f(x) = d f(x) ■ h . 
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• si hi = 0 ou h-2 = 0, alors 

y((0, 0) + t(h u h 2 )) - y((0, 0)) 
t 

ainsi 0) = 0, 

• si hi 7^ 0 et h 2 7^ 0, alors 

¥>((0, 0) + t(hi, h 2 )) - <p((0, 0)) 


= 0 


= t- 


hih\ 


t h\ + t 2 /r| 

d’ou d/i<^(0, 0) = 0. 

• Maintenant si p> est differentiable en ( 0 , 0 ), alors pour tout vecteur non nul h e M 2 , 
d<^(0, 0) • h = <1^(0, 0) = 0 =>• d<^(0,0) = 0. 

Or I’application f : M — > M 2 , 1 1— > (t 2 , t) est differentiable en 0 et /( 0 ) = ( 0 , 0 ) , par suite ip o / 


sera differentiable en 0 et 

I - =d (^ o/ )(0) 

= d^(0,0) od/(0) = 0 

ce qui est absurde. Done p> n’est pas differentiable en ( 0 , 0 ). 


2 . 2 . Derivees partielles. Soient n et p deux entiers non nuls, U un ouvert de M" et 
/ : U — > M p une application. Soit {ei, • • • ,e n } la base canonique de M n . Si la derivee de / 
en un point x de U suivant le vecteur e* existe, alors clle sera appeller la i-eme derivee partiellc 
(ou la derivee particlle par rapport a x,) de / en x et clle sera notee 


d_ 

dxi 


f(x) ou Dif(x ) . 


Done ^t/(xi, • • • , x h ■ ■ ■ ,x n ) est egale a 


lim 

t-> 0 


f(x I,"' ,Xi + t, 


1 X r 


f( x 1,' 


, Xr, 


Proposition 6 . 3 . On a si f est differentiable en un point x E U , alors toutes les 
derivees partielles existent et 

r\ r\ 

d f(x) • ( hi , ■■■ ,h n ) = —/(a;) f gfrf( x ) • h n ■ 


d f(x) ■ (h u ■ ■ • , h n ) = d f(x) ■ Kef) 


i= 1 


= J2K- d f(x) ■ e { 


i= 1 
n 


= EK-irf(x).n 


2—1 


Demonstration. 
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D’apres l’exemple 6.1 l’existence des derivees particlles n’implique pas que l’application est 
differentiable. Mats on a 

Theoreme 6.2. Soit U est un ouvert de une application f : U — > et conti- 

nument differentiable sur U si, et seulement si, ses derivees partielles existent 
sur U et elles sont continues. 

Soit {e[, • • • , e'p} la base canoniqne de W. Alors ponr tonte application / : U — > on 

a 

f(x) = ,f p (x )) 

oil fi : U — » M est la i-eme composante de /, c’est a dire f, — 7r, o f oil 7T, est la i-eme 
projection. On a 

Proposition 6.4. L’appliquation f est de classe C k , fc 6 N, si, et seulement si, 
pour tout 1 < i < p, fi est de classe C k . 

Demonstration. Les projections 7P, 1 < i < p, sont lineaires done ellc sont de 
classe C k . Si / est de classe C k , k G N, fi = zr* o / est aussi de classe C k . Inversement, si les 
fi, 1 < * < p, sont de classe C k , l’ecritnre / = f\ e\ 4 f f p e' p entraine qne / est de classe C k . □ 

2.3. Matrice jacobienne. Comme conclusion des resnltats precedants on a 

Corollaire 6.3. Une application 

f : U — >W, 

est continument differentiable sur U si, et seulement si, 

~ r~fi, 1 <i<P, 1 <j<n 
dxj 

sont bien definies et continues. 

Definition 6.3. Soit / : U — > une application differentiabe en un point x de 

U, la matrice jacobienne de / au point x, notee J(f)(x) est la matrice de d f(x) dans 
les bases canoniques de M n et respectivement, c’est a dire ^ dL f i j i<i<p . 

l<j<n 

La formulle de compositions des differentielles permet d’obtenir la regie de la chaine 


suivante 
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Proposition 6.5. Soit U (resp. V) un ouvert de M n (resp. et soit x G U. 
Supposons que f : U — > M p est differentiable en x, f(x) G V et g : V — > W est 
differentiable en f(x), alors pour tout 1 < k < q 

° /)M = £ 4®( /w) ' W* (I) ' 

Demonstration. On a d(g o f)(x) = dg(f(x)) o d/)(x), done la matrice J(g o f)(x) 
n’est autre que la matrice produit J(g)(f(x)) ■ J(f)(x). Done les deux expressions de la /e-erne 
colonne de la matrice J(g o f)(x) donne le resultat. □ 


3. C k diffeomorphismes. 

Definition 6.4. Soit / une application bijective d’un ouvert de M n sur un ouvert 
V de M n . Alors on dit que / est un 

1) homeomorphisme ou C°-diffeomorphisme si / et / 1 sont continues, 

2) C fc -diffeomorphisme, k > 1, si / et / -1 sont de classe C k . 

Remarque 6.4. Dans la definition precedante si on suppose que V est ouvert de W’ et si 
/ est un C fc -diffeomorphisme, k E N, alors p — n necessairement. Pour k > 1, on a d f(x) est 
un isomorphisme de M n sur M p . Mats pour k — 0 la conclusion est difficile. 

Theoreme 6.3. (d’inversion locale) Soit f une application de classe C k , k> 1, 
sur un ouvert U de M n dans M n , supposons que pour un certain point x de U , on 
a d f(x) est inversible, e’est a dire \J(f)(x)\ ^ 0, alors il existe un voisinage ouvert 
O CU de x et un voisinage ouvert V de f(x), tels que la restriction de f a O est 
un C k -diffeomorphisme de O sur V. 

Demonstration. A admettre. □ 

Corollaire 6.4. (d’inversion globale) Avec les hypotheses du theoreme precedant. Sup- 
posons de plus que f est injective sur U et pour tout x G U, \ J(f)(x)\ ^ 0, alors f(U) est un 
ouvert et 

f : U — » f{U) 

est un C k -diffeomorphisme. 

Demonstration. Exercice. □ 

Une consequence du theoreme d’inversion locale on a le theoreme important suivant 
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Theoreme 6.4. (fonctions implicites) Soit O un ouvert de M n x et soit 

f : O — * W, (x,y) -»• f(x, y) 

une application de classe C k , k >1, si pour un certain (a,b) G O on a f(a,b ) = 0, 
alors il existe 

• [/Cl" voisinage ouvert de a, 

• V C M n voisinage ouvert de b, 

• U xV CO, 

• une unique application p : U — > V de classe C k telle que p{a) = b et pour 

tout x G U, f(x,ip(x)) = 0. 

Demonstration. Soit 


$ : O — >rxl p ; (x,y) ^ (x,f(x,y)). 


On a est de classe C k et on a 




In 0 \ 

df(a,b) df(a,b ) I 

dx dy ) 


done | J(4 ) )(a, b)\ = \I n \ ■ \ | 7 ^ 0, ainsi il existe un voisinage U' x V C O de (a, b) tel que 

est un C k - diffeomorphisme de O' sur un voisinage ouvert de (a, 0) contenant un voisinage de 
(a, 0) de la forme U x U' . Done l’application 


p> : U — > V; x h - * 7 Tjjp o <f> 1 (x, 0) 


est de classe C k et f(x, <p(x)) = 0. L’unicite decoule du fait que s’il existe une autre application 
"0 definie de U dans V verifiant les memes proprietes que p alors 

i>{x) = 7 r K p o ^(x, f(x,'ijj(x))) 

= vtjjp o <f>' 1 (a:,0) 

= p(x). □ 

Exemples 6.2. Cas particuliers. 

I) Courbes dans M 2 . Soit U un ouvert de M 2 7 et soit f : M 2 — > M, une application de classe 
C k , k> 1, supposons qu’il existe ( a,b ) G U tel que f(a,b ) = 0 et ^ f{a,b ) 7 ^ 0. Alors il existe 
un intervalle ouvert I centre en a, un intervalle ouvert J centre en b et une fonction unique 
p : / — > J de classe C k tels que p(a) = b, I x J G U et f(x , p(x)) = 0 pour tout x G /. Done 
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au voisinage de ( a,b ), I’equation f(x,y) = 0 definie une courbe possedant une parametrisation 
de la forme z = p(x). De plus la tangente en (a, b ) est d’equation : 

(x - a)-^—f{a, b) + (y- b)^-f{a,b) = 0. 
ox ay 

II) Surfaces dans M 3 . Soit U un ouvert de M 3 7 et soit f : U — > M, une application de classe 

C k , k >1, supposons qu’il existe (a,b,c) E U tel que f(a,b,c ) = 0 et fpf(a,b,c ) 0. Alors il 

existe un intervalle ouvert I centre en a, un intervalle ouvert J centre en b, un intervalle ouvert 
K centre en c et une fonction unique p : I x J — > K de classe C k tels que p(a) = b, IxJxKeU 
et f(x,y,p(x,y)) = 0 pour tout ( x,y ) E I x J. Done au voisinage de ( a,b,c ), I’equation 
f(x,y,z) = 0 definie une surface possedant une parametrisation de la forme z = p(x,y). De 
plus le plan tangent en ( a,b ) est d’equation : 

r\ r\ r\ 

( x ~ a )-r^f( a ,b, c ) + (y -b)—f (a, b,c) + (. z -c)—f(a,b,c ) = 0. 

III) Courbes dans M 3 . Soit U un ouvert de M 3 7 et soient f : U — > M et g : U — > M, 
deux applications de classe C k , k > 1, supposons qu’il existe ( a,b,c ) E U tel que f(a,b,c) = 
0, g(a, 6, c) = 0 et 

d d d d 

^/(a, b, c ) • —g(a, b , c ) - ^/(a, b, c ) • ^(a, 6, c) ^ 0. 

Alors il existe un intervalle ouvert I centre en a, un intervalle ouvert J centre en b, un intervalle 
ouvert K centre en c et un unique couple de fonctions avec p : I — »■ K , if : J — > K 

de classe C k tels que (p(a), 'if (a)) = (6, c), IxJxKeU et f(x,p(x),'if(x)) = 0 pour tout 
x E I. Done au voisinage de (a,b,c), le systeme f(x,y,z) = 0, g(x,y,z ) = 0 defini une courbe 
possedant une parametrisation de la forme y = p(x), z = De plus la tangente en (a, b ) 

est d’ equations : 

d d d 

i x - a )~r^f( a ,b, c ) + (y — b)—f(a, b, c) + (z — c)—f(a, b, c) = 0. 

d d d 

{x - a)—g(a, b, c) + (y - b)—g(a,b,c) + (z - c)—g(a,b,c ) = 0. 

4. Derivees partielles d’ordre superieure. 

4.1. Theoreme de Schwarz. 


Theoreme 6.5. (de Schwarz) Soit f une application definie sur un ouvert U de 


dans 


si 


d 2 


dxidxj 


f et 


d 2 


dxjdx, 


■/, 1 <i,j < n, 
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existent et continues sur un voisinage de x alors elles sont egales. 


Corollaire 6.5. Soit f une application definie sur un ouvert U de M. n dans W p , 
si 


d k f d k 

~r\ o J ~r\ o J J 

ox h • • • ax ik ox i(r( i) • • • ox a (k) 

ou a est une permutation de {1, • • • ,k}, existent et continuent sur un voisinage 
de x alors elles sont egales. 


Demonstration. Toute permutation est une composition de transpositions de la formes 
(i, * + !).□ 


4.2. Expression des differentielles d’ordre superieure. Si / une application de classe 
C k , k > 1, sur un ouvert U de M n dans alors la differenticlle, D m f(x), d’ordre m, 1 < 
m < k, de / en un point quelconque x de U est une application n-lineaire symetrique de 
M n x • • • x M n dans associant a un m-uple (hi, ■ ■ ■ , h m ) l’element D m f(x) ■ (hi, ■ ■ ■ , h m ), 
notee D m f(x) ■ hi ■ ■ ■ h m , donnee par l’expression : 


d m f(x ) 


E m! 

a±\ ■ ■ ■ a n \ dx? 1 ■ ■ ■ dx° 

ai+-+a„=m n 1 r 


-hT---K 


En effet, l’element D m f(x) ■ hi ■ ■ ■ h m n’est autre que la derivee, d’ordre m, au point 0 de 
l’application ip : 1 1 — >• f(x + th). Done 


(p\t) 

<f(t) 


E £: f(x + th)hi 

i = 1 


E hi Ej=l dxj dxi f ( X + th)hj 


i= 1 

2 E 


h \- h 2 


d 2 


. , . „ i- j- dx\-dxi 

l+J = 2 1 2 


f(x + th) 


= m! 


E 


m 

, I... 


aiH \-a n =m 


d rn f(x+th) 7 an j , 
! dx? 1 -dxZ n 1 


cti!-”Q! n ! dx x 1 ••• dx. 


4.3. Formule de Taylor- Young. 


Theoreme 6.6. Soit U un ouvert de M n et soit x € U , 



Cours d’Analys 4, SM3-SMI3 


101 


une application admet une differentielle d’ordre m + 1, m > l, alors pour h G M n 
assez petit on a 


f(x + h ) 


= f(%) 


m 

+ E E 

r= 1 ctiH b a n =r 



fh'-hZT &r r( N 


Demonstration. Dans les conditions dn theoreme. Soit /,: la j-erne composante de /, 
posons 

Pi : [-1,1] — ■> M; t ^ fi{x + th). 

Alors pi admet une derivee d’ordre m + 1, ainsi elle verifie la formule de Taylor- Young ”clas- 
sique”, c’est a dire pour un certain 6 G [0, 1] 

m 

¥*(i) = m + Y -Y<°) + rrrnT^ m+1 W- 

■ ' r! m + 1 ! 

r— I v 7 


Or on a pour r G {1, • • • , m + 1}, 


hi 1 • • • h\ 


d r 


oi! ■ ■ • a n ! (9a;? 1 • • • dx2. n 

aiH b an=r 


fi(x + th). 


Done la formule Taylor- Young est verifie pour toute composante /*, ainsi elle est vraie pour /. 


□ 


5. Extremums relatifs. 

Definition 6.5. Soit / une application definie d’un ouvert U de M n dans M. On 
dit que / presente en un point a de U : 

• un maximum local s’il existe un voisinage V C U de a tel que f{x) — f(a) < 
o, x eV, 

• un minimum local s’il existe un voisinage V C U de a tel que f(x) — f(a) > 
o, x eV, 

• un extremum local si / presente en a un maximum local ou un minimum local. 

La proposition suivante donne une condition necessaire pour qu’un point soit un extremum 
local. 

Proposition 6.6. Soit f une fonction de classe C k , k > 1, definie d’un ouvert 
U de M n dans M. Si un point a de U est un extremum local de f, alors a est un 
point critique de f c’est a dire df(a) = 0. 
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Demonstration. Soit {ei, • • • , e n } la base canonique de M n . Le point 0 est un extremum 
local des fonctions pi : 1 1— >• f(a + tei ), ainsi 93' (0) = 0 1 < i < n. D’oii lcs derivees particlles de 
/ au point a sont toutes nulles, done d f(a) = 0. □ 

Void line condition suffisante. 

Proposition 6.7. Considerons une fonction f de classe C k , k >2, definie d’un 
ouvert U de M n dans M. Soit a G U , si pour tout vecteur non nul h de M n , on a 
d 2 f{a)-h-h est strictement positif (resp. strictement negatif), alors f presente au 
point a un minimum local (resp. maximum local). 

Demonstration. Decoulc du fait que pour ||/i|| assez petit /(a + h ) — /(a) et d 2 /(a) • h ■ h 
sont de merne signe, car 

/(a + h ) — /(a) = d/(a) • h + |d 2 /(a) ■ h ■ h 

+ \M 2 e(h) 

= \& 2 f(a)-h-h+\\h\\ 2 e(h).n 

6. Serie n° 6. 

Exercice 1. Soient U =] 0, cx)[x] — 7r,7r[, V = JR 2 \ ] — 00, 0] x {0}, P : U — ■> V;(r,9 ) 1— > 
(r cos(0),rsin(0)) et C : V — » U\ ( x,y ) 1— > (Wx 2 + y 2 , 2 arctan( f )). 

x+W x 2 -\-y 2 

1) Verifier que S et P sont de classe C 1 . 

2) Calculer P o S et S o P. 

3) Calculer la jacobienne et le jacobien de P en tout point x de U. 

4) Calculer de deux manieres la jacobienne et le jacobien de S en tout point y = f(x) de V. 

Exercice 2. Soient U = {(x, y) G M 2 : x 2 — y 2 > 0} et / : U — > JR une application de 

classe C 2 telle que : (*) Q(a;,j/) - %&(x,y) = r\ — . 

v x y 

1) Soit p : JR 2 — > JR 2 ; (x, y) ^ (x + y,x — y). Montrer que p est un C ,0 °-diffeomorphisme. 

2) Soit V = p(U), est g : V — > JR definie par gop = /, calculer ^(x,y) — ^(x,y) en fonc- 
tion des derivees partielles de g (ind. utiliser la regie de lma chaine). Deduire les solutions de (*). 

Exercice 3. Soit / : JR 3 — > JR; x 1 —* ► ||a; || 2 - Montrer que / est differentiable en tout point 
x ± 0 est d f(x) ■ h = (p^, h). 
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Exercice 4. Soit S(r,9,(p) = (r cos(d) sin(^), r sin(0) sin(</?), r cos((p)), ( r,9,(p ) G U — 
M+X] - 7T, 7r[x]0, 7 t[. 

1) Verifier que S est de classe C°°. 

2) Calculer la jacobienne et le jacobien de S en tout point U. 

3) Verifier que S(U) est un ouvert et que S est un C' 0 °-diffeomorphisme de U sur S(U). 

Exercice 5. 1) Montrer que au voisinage de (0,0), l’ensemble 

T = {(x,y) G 1R 2 : arctan (xy) + 1 = e x+y } 

admet une representation de la forme y = tp(x), x G / avec / un intervalle centre en 0 et (p est 
de classe C 1 sur /. 

2) Donner l’equations de la droite tangente a T au point (0,0). 

Exercice 6. 1) Montrer que au voisinage de (1, 1, 1), l’ensemble 

T = {(x, y, z ) G JR 3 : x 2 + y 2 + z 2 = 3, x 3 + 2 xz — y = 2} 

aclmet une representation de la forme y — ip(x), z — ^(x), x G / avec / un intervalle centre en 
1 et (p et ifj sont de classe C l sur I. 

2) Donner les equations de la droite tangente a T au point (1, 1, 1). 



